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P М КИРАКОСЯН

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИНОК ЗА ПРЕДЕЛАМИ 
УПРУГОСТИ С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

Устойчивости пластинок за прадедами упругости материала и раз- 
нпных постановках посвящено много исследований ((1—51 и др.), 
в Для пластинок известно 1см |4). стр 441). что с экспернменталь* 
амн данными лучше согласуются теоретические значения критических 
нрузок, найденные по деформационной теории пластичности без уче­

та эффекта разгрх зкн.
В настоящей работе на основе деформационной теория пластично­

сти [1] рассматривается устойчивость пластинок с учетом влияний попе-
речных сдвигов в у слои и и х про лол ж а-юше гося Аналогичнаянагружения.

•1лачя ив основе теории течения исследована в работе [5].
I. Рассмотрим пластинку постоянной толщины Л, отнесенную к 

»теме прямоугольных декартовых координат xyz. В качестве мехянн-
ткнх соотношений примем уравнения деформационной теории пла- 
ичностн несжимаемого материала {!]

1 д (1.1)

где зх. зу. х.... и ег. еу, ед> — компоненты напряжения и Деформации,

(1.2)
е = —1 с*; — — е* 4՜ е՝.

1 3 I

ятенснзностп касательных напряжении и деформации сдвига.
Пусть в пластинке, которая деформирована за пределами упругости, 

тнзоваио безмомептиог напряженное состояние

Ъ, Зу. МУ (1.3)

При выпучивании напряжения в пластинке получают бесконечно ма­
лые приращения ?.:¥, Принимая гипотезу непрерыв­
ного 1П1Гружеини (7, 8р. согласно которой искривление пластинки 
возможно в условиях возрастания нагрузки, обеспечивающих нагру­
жение но всех ее точках, с помощью (1.1) для вариаций '<яг. •>:. и 

ш,-лучим
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«г = а3^ех 4- акЪеу 4- «мое։у

5»у = иЛеу 4- акЪел 4- а^^гу (1.4)

'•"л-у = ^зз^^.гу 4՜ ^13^Л 4՜

где

^=^К~(2е,+^©'
в«=<Мз’<+<4^)

(1.5)
= — 3.4- 2 (2.x 4֊ .у) (2.у + е,) |

а» = 9՜^ е'у(2е' - (т՜)
“»= е'у (2е' “ е>) (т՜)

Будем исходить из уточненной теория пластинок С. А. Амбарцумя­
на 16], учитывающей влияние деформации поперечных сдвигов. В усло­
виях отсутствия поверхностных нагрузок для тангенциальных напряже­
ний по этой теории.имеем

^л: = ./ (г) 4 (X, у). -уг ^ / (^) И-V. У) (1.6)

где /7г)— функция, характеризующая закон ‘изменения касательных 
напряжений по толщине пластинки, ср(л֊, у) и ф(х. у)—искомые функ­
ции.
_.ч Связь между касательными напряжениями (1.6) и соответствующи­
ми деформациями поперечных елпигов пластинки имеет вид [I]

".՛ -■\гс = ч €.сг. т \-2 = •> ' .у? ( 1. / )ои ' 0«!

Пользуясь геометрическими соотношениями 

где п,. иу, и-—перемещения по направлению осей координат л՜, у, г. 
соответственно, с учетом (1.6) и (1.7) получим
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I у)
Э* ах 31

(1.9) 
ф = - ^+^/(г).?(А-,у)

аг Оу я։

Пренебрегая изменением нормальных перемещении точек пластинки по 
ее толщине н деформированием срединной плоскости (м=р-֊0), из 
И.9) путем интегрирования по 2 находим

, ды Зг, , , ч , ч '.и ։ ----- г _ 4- — Л (?) ? (х. у) 
ах

(МО)
= -2(/±- ’̂ ֊ ;0 (-) ? (х, у)

Оу

Здесь

Л(г) =р(г)<<- (1.И>

С 
а* — прогиб пластинки.

Используя известные геометрические соотношения, с учетом (1.10) 
для вариаций деформаций получим

Внеся (1.12) г. (1.4) и присоединяя к ним (1.6). для приращений напря­
жений выпученной пластинки находим



'хг у), '.уг в/(2)«’»(Х, у)

Поступая как обычно, для приращений моментов и поперечных сил по­
лучим

Л'1(X, у), л; Л->(л‘« у)
где

1>£

| г/0(г)</г,
—Л 2

Л|3
4 = С/(г)^

а

(1.15)

Уравнения равновесия дифференциального элемента пластики после 
выпучивания нм*.ют вид [5]

д о. И г . оо/7 д£Му дЪН ..
дх Оу о у <1х

(1.16)

+ г. .--г1:—- 25» — = о 
дх ду * дх- у ду* дхоу

где Т(,г, 7՝՝՝, 5° -внутренние тангенциальные силы начального безмо- 
.ментн* «г* • состояния —

Г? = Лзл, 7; = А֊у. ^=А-.ХУ (1.17)
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Подставляя (1.14) в (1.16). получим следующую систему относи­
тельно функций w(x, у). ?(.v. у) и Их, у):

Л 1‘± 1 w֊ 4- 7? — 4֊ 25° = о
\ дх а у ' дх- ՝ ду- дхду

Это система устойчивости пластинки за пределами упругости мате- 
тщала.

Пренебрегая влиянием деформаций поперечных сдвигов, вместо 
.системы (1.18) получим уравнение устойчивости иеупругои пластинки в 
классической постановке.

2. Рассмотрим задачу об устойчивости шарнирно опертой по всему 
контуру (л-՜ 0. х=а, у—0. ч^Ь\ прямоугольной пластинки, сжатой в 
своей плоскости но направлениям х я у давлениями р и кр, соответствен­
но. Для простоты ограничимся случаем линейного упрочнения мате­
риала [1]

1
e; = 3G[(l — л)£,- + /.еЛ], Z = 1const (2.1)

где (?-модуль сдвига, ^ — предел упругих деформаций материала. 
Полагая

Г« = _ Pht rj՛ = kph, S° = О (2.2)

п используя (1.1). (1.2) и (2.1). находим

Нзттня ЛН Армянской ССР. Механик:». № 4
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= x/>,
*/>֊>/> 

ei 30(1 X) р. = ЗОе,

2ex -r ey =
'P — 'P.

2x0'(1 /■)'
W — II)2.еУА-ех~ ^k֊L —L 

2x0 ( 1 exy = 0

Из (1.5) с учетом (2.3) для коэффициентов a.] получим

«и = Я
/р — в

4х3/? —ЗА’-В
%.՝ = Л---- --------- ’ Дал = Л

vp — В
7?Р

7-Р ֊ В

2z> ֊ ЗАВ
7.р — /?

(7(1 ֊ >.)

"п = аа = " (M

•г Зааа

x — | 1 - k _ & ,

А

= Л

Имея в виду. что коэффициенты ан не зависят от координат, н 
(1.18) получим систему устойчивости рассматриваемой шарнирно онс[ 
той пластинки

ph /à-tz< 
~Г ( —Г “• \ох-

c/\v։ . , п .
«И - 7 -- (û15 - 2ûM) 

ох4

12./., 
АЛ

*-г-) 
оу- /

ОХОуг

12Л /
А1 \

дх ду

12/1 / (1ц Q:z
Лл \ а3. дх~**«»

u-z
ду-

03

—— _ 0 
дхду

(2.5)

Uj.— -г (ап 2а„) 
tfyJ

o'w V2J;
Ох'ду fiJ 

ау, <72՛; \

O՝z

h' "У

< a.Joxôy

1^.> = о
А’ '

. 12Л

а

Граничные услозня шарнирного 
(1.1-1) представим в виде

опирания пластинки с учетом (1 10) :i

при 0, л' — а

•а* — 0. Ну или ù — О

ЛГ h / t?2^1 , ô2tt՛
( Ли 11 у- ..

12 \ дх- оу՝
®«Ш=6 (2|

ду J

при у = 0. у = b

/АМ

w 0, ил или ?=0

о-и՝ d2W\ 
ап.,------- а.к —
" â't’ 'àx'^

(}'■> Ozа,...------ -  а ----
ду дх

= 0
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Соблюдая эти граничные условия, решение системы (2.5) ищем в форме

т-х , пг.у
к։(д-, \՛) - Сй. б։л------- з!п ——

а Ь

. * т-х . п-\՝ъ (х. \՛) = С. со$-------<ш ——
а Ь

, , . ~ . /П-Х пг.у
■> (Д', у) = Сс я1п-------СОБ

и Ь

(2-7)

где С«.. С.., — постоянные, т и п — целые числа, показывающие
число полуволн искривленной пластинки. Подставляя (2.7) в (2.5), по­
лучим следующую систему однородных алгебраических уравнений 
относительно неизвестных постоянных:

р/1(^ ^\Св-^С-.֊^С.=0
\ а՝ Ь2 / -а ъЬ

С.г = О12 ?= и. /
Л* г.» аа Ь‘ )

1риравнивая нулю определитель этой системы (условие существования 
нетривиального решения), с у^'том (2.4) для критического давления 
юлучим квадратное уравнение

Лхр- — А2р + Л3 = О (2-9)

где обозначено



՛•■ |J_ лХЛ g ՛■ I
Л» I 7- ! 1 д //- / J. ' ...■/֊■- [

Iipejno.T. жим, чг- пластинка геряет устойчивость в пределах упругости 
IA 0). Гргла с учетом (2.1), (2.1) и (2.10) имеем

Я=0, д = £, А3=֊0 (2.11)
7*

С.'.ч ;емеу|. и re зпй'!1’1г..г крп. и'ич ко: о давления /; из (2.9) опре­
делит! я однозначно

,,a =wl4—'ill-----------՝—(2.12)
■I 3 £L . : I / /Я .

и* Ь': т' J, ՝. а՝ Ь՝ /

la.ib.iefiuirM будем считать, что

(2-13)

то есть Пластинка теряет устойчивость за пределами упругости. С уче­
том (2.13) и |2.-1) тля этого случая имеем

(2.11)

С. учетом (2.10) для значения функции

Ф (р) = Д։ р։ Azp -Ь А3 (2.15)

В в точке р — получим
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а* Ь’

»//Ч Л*
— (I 24’)'՜ - ֊ ■ (2-*)Ч

а* Ь*

к как функция Ф(р) отрицательные значения принимает только на от 
эхе. ограниченном корнями уравнения (2.9). то в сал\ (2.16) заилю

Псм. чги значение /;= ։ находится между корнями этого уравнения.

ю есть

Учеычно, чти первый корень уравнения (2.9) р} ։е может быть реше 
тем задачи, так хак тля него нарушается условие (2.11).

Таким образом, критическое значение давленая 
н-Щвм корнем уравнения (2.9)

определится

РУ, = Р:~
■■■'} ֊ '■֊С/՛ 
2/1,

1н ля понятие секущего модуля

Р
С,

АР
Х?9

(2.19)

шйдритиому уравнению (2.9) можно при и։ть формально 
и для критического значения давлен։™ записать

линейный вид

/< ֊ ֊֊'֊ \А։ВЕ։ ДЛ(ЗЖ’ 
.4

Л.|| (2 20)

Ьдигко, выражение (2.21՛) не является окончательным, гак как секу­
щий модуль Ес зависит ст неизвестного /\., В этом смысле предиочте 
■Йеследует отдать отражению (2.18).

Отбрасывая из (2.10) члены, содержащие ֊' • получим выраже- 

ни՝ коэффициентов .4, по классической постановке задачи устой­
чивости

т-

Д.= -- - ЛЛ-'х- 
- ::

а- 
т-
а՝

4- -- )
Ь- )

-к —
>>■

(2.21)
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Рассмотрим частные случаи.
а) Для квадратной пластинки (а=й>. сжимающейся со всех 

рои разномерным давлением р(£-х-1), из (2.10) получим

.։,.1в(.№-+12л»)йг
•') Полагая и (2.1«») А- -.0. , | и переходя к пределу при 

получим выражения коэффициентов Д, для шарнирно опертой 
печной полосы, сжимающейся равномерным давлением р

Ь- 
бес к о

■V I-■*֊-֊• •< & -’Лиг 2|А/Л^
Л а' 3 \ /. ) .

(2.2;
Л։ 1 Н(А1г~ 12 н\

4 V Л .) а*

3 Рассмотрим численный пример. Имея в виду, что произвол в 
.чумном выборе закола распре телепня касательных напряжений по : 
шине пластинки /7 г; не может внести недопустимых погрешностей 
положим

С учетом (I II) и 1.151 имеем

Пусть

— ~ 4՜ • ' = ~ • 6՜ = 7 -1 (У кг с. — 2 10’ кг/см՝ (3.
а 5 6

В табл. I представлены результаты вычисления значений крнгп
чг/кого явления для бесконечной полосы, сжимающейся в направлена
коротких сторон С целью сравнения в последних трех столбцах табл и
пы приводятся з:<аче шя критического давления по теории течения 
подсчитанные .для этого же сличая (3.3).
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Таблица I

т /’х
и Ю3 кг՝с.\Р

Р1 
в 10’ кг с др рЖ

р\
в Ю3 кг саР

Р1
В 105 кг; см3

1 76.769 66.334 1.157 80.524 70.759 1.138

2 306.827 188.135 1.631 322.096 207.536 1.552

Из этой таблицы видно, что относительные поправки, вносимые со сто­
роны уточненной теории пластинок [6]. для обеих теорий пластичности 
примерно одинаковы. Разница .между абсолютными значениями критн- 
чсског» давления обусловлена характерами теории пластичности и су­
щественно не зависит от учета влияния деформаций поперечного сдви­
га. Как и։ обычно, .здесь тоже теория течения лает завышенные значе­
ния для Критического давления.

Рассмотрим численный пример шарнирно опертой квадратной пла­
стинки. сжимающейся давлениями р и кр. Варьируя значения парамет­
ров /. и Л, приходим к результатам, представленным в табл. 2.

7аб.ШЦЦ 2

О I 36*. 17
184.23

I 122.82

1.00
1.00
1.00

2.80,03 1.32 ■ 140.87 1.31 2.00 2. со
140.01 1.32 92,37 70.41 1.31 2.00 2.00

93.34 1.32 61.66 17.Он 1.31 1.15 1.15

С помощью этих данных па фиг. I построены графики изменения 
.ритических [явлений и их отношений в зависимости от параметра 
■.арактернзующего пластические свойства материала. Из графиков ։а- 
меч.? ем. что наибольшее расхождение между шачениями критических 
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явлений но классической и уточненной теориям имеет место ։ля линей 
но упругого материала /. = 0. С увеличением пластических свойств это' 
расхождение монотонно убывает и при стремлении материала к идеаль­
но-пластическому (пр.» ; — 1) оно полностью исчезает.
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ON STABILITY OF PLATES • UTSID; ELASTICITY 
WITH DUE REGARD FOR TRANSVERSAL DISPLACEMENTS

R. Al. KIRAKOSIAX

S п m 111 з г у

The stabilir. ՛ f plates onside elasticity with due regard for trans­
versal displacements in conditions *ol continued loading In terms of de­
formation theory or plasticity Is considered. A numerical example is 
presented.
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