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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА О ДАВЛЕНИИ ШТАМПА 
С ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ОСНОВАНИЕМ НА ШЕРОХОВАТУЮ

УПРУГУЮ 1ЮЛУПЛОСКОСТЬ

В работе [I] эта задача исследуется в предположении, что дополни! 
тельное нормальное перемещение, возникающее вследствие деформа
ции неровностей поверхности полуплоскости, пропорционально давлении] 
р первой степени Из результатов опытов различных авторов [2, 3] вы
текает, что это дополнительное перемещение пропорционально давле
нию в некоторой степени. Поэтому контактная задача описывается урав- 
^НИСМ

- ‘
А/7Г‘ (х) = | р (/) 1п (. — х I (И 4- О (I)

-а

где /9(д') — давление на участке контакта, 2а ширина штампа, 
1

А'/Г" (х) —функция, пропорциональная дополнительному перемещению;
Число т обычно находи гея в пределах: 1 </п<3 |՝2, 3|. Для 

решения поставленной задачи следует к (1) добавить условие равно- 
‘ве-сия

а *

= Р (2)

где Р — сжимающая сила.
Обозначим

։
г (х) = р (х) 1 а- - х-՜. (] (х) = р"■ (х)

Дифференцируя (Г) и производя некоторые преобразования, имеем

г (/).// * г < Г • I . . -•



КсНтактизя задача о давления штампа чи упругую полуплоскость 27

откуда

■’ Кч' (Л) (а»— х=) = I —<// ֊ Рл
Л х-։

—а

Интегрируя это уравнение н деля ни (с?—л7|. получаем

Л<7 (.V)------ —- I 2/с I хч (л) </л - 5 I -
։.•—Л- |

п

— (/•(/) ) 1п|'—+ £ (3)
| а՝ х- .! ! г — а | 2

։дс 5 - неизвестная константа
Нелинейное интегральное уравнение (3| будем приближенно ре- 

шан*  методом, применявшимся в [4].
Для приближенного решения этого уравнения будем искать такую 

։}‘учкш1и» ч(х). которая была бы положительном, удовлетворяла усло
вию (2) и уравнению

Кд(х)----------- -
1Г -

2Л՞^ х0(х)с/х - 5 | ~ 

ъ ■

----- !  I г (И Г«г-г 1п|------(3') 
<? — Л------------------------------------- Г — а 2

— Е
। те Р(х) равна Р с хорошем степенью точности.

■Дл тон целителем подбирать функцию и(х) в виде

ч(х)=-^- а'х' - • -£ - ( I)

(<г-л-Т‘п

;де </о>О. 
Тогда

г(л) = (^ - ^։лг ֊ -</лл^Г

Разложим о ряды Маклорена

г(л)=^Л։Д-\ (|-лг1 ^«у/л"
/-1» 1.0

Злменим и (3) г(х) выражением

1։
гп(л) -- х՛ Ь,х ’

I -<•
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Можно убедиться, что

где

ап֊

а
„ I (Г) I

Л'2
-а

/ Л-
г а

2п
М = V Л .-Л-2՝1

1-0
/" 1п

Здесь

«/. к =

Обозначим

//0- 
а-

Отсюда

?«-։

- Ь1.ки,. Ки:'
*-о

(2/-3)1!
& + 1)2' ’ г!

(-3)’! ֊ (֊1)!! = 1

2 А'

7.тиш^

»о — ՛ 

гп (т I)
(К

(б

Ь, = Ь
2

к

т.т'а-(Г'?։

т (т — В (/?/ — 2)

6
+

I м (т — -(т -г. - I)
Н

(Г՝
а

Разложим левую часть уравнения (3) в ряд

/^(л) ֊֊֊
а- — а

Оставим в ряде сумму
2л

4-^

Тогда вместо (3) получим систему нелинейных алгебраических у 
пений

р 2п 2л — /
СЛ = — * \ Ьк //о. А- а1'՝ С( = —֊ I, к ап

А=0 *—0 
(! </ <2/0
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Предлагаемый метод приближенного решения системы (И) осно
вав на следующем замечательном свойстве коэффициентов выте
кающем из табл. I: при А’ > I они весьма малы по сравнению с едини
цей. что. как увидим из дальнейшего, позволяет существенно упростить 
систему (II).

Значения ы; *
Гиб.։и 1И !

\А'
/\ 0 1 2 3 5 10 20 50 100

0 ».5010'0.(1001) 0.0208 о ам -0 0161 0ЛО91 -0.00142 -0.00151 —О.(Ю'Н)4

1 0.2500 0.0417 0.0104 0.0010 -0.0039 0.0043 0.00269 О.оОЮч 0.00049
2 О.16Г.7 0.0117 0.0167 0.0)73 0.0107 -0.0021 '-0.0018.1 0.00087 0.00041
3 0.1250(1 0375 0.0177 0.0094 о.оол 0.0008 -0.0012՛՝ 0.00072 - 0.1ХМ6
5 0.0$33 0.0298 0.0104 0.0102 0.0045 0.0 Ю5 -О.00060 -0.00052 -0.00029

10 0.0455 0'0189 0.0119 о.оом О.ЦО48 0.0016 О.00О17 -0.00026 -0.00019

20 0.0238 0.0108 0.0074 0 005»} 0.0X17 0.0018 1 0.00059 ֊0.00002 —0 00009
50 0.0098 0.0047 0.0034 и .0027 0.0020 0,0012 0.<КЮ6И 0.Ц0015 о.осмхп

100 0.0) 49 0.00'24 0.0018 0.0015 0.0011 0.0007 0.00043 0.1ХЮ16 0.00005

Выполним теперь действия, законность которых будет показана ни
же. Во-первых, оставим н системе (11) первые (л-Н) уравнений. 
Во-вторых, з суммах

У Ь.■. । и:, > а: 
*

входящих в (II). оставим

при 7 = 0 я Ь^Ц.о при />1

Кроме того, при Г^2 оставим з выражении (9) для Ь. лишь член

—т
а-1

Тогда получим упрощенную систему относительно

Со = ~ и.. .. - V дат, »<.,.
I * '

<,>0
(12)

С = г.т^о т( '1г. о
1

л’1
(I ֊</ < л)

Из (12). (7) !! (2‘, »ытекаст
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•л — 0.0И7(1г • 7з). 7о — 1

Неизвестный параметр л определим из условия равновесия (2) с ис
пользованием (13)

Оставим в разложении в ряд Маклорена функции

лишь линейные и квадратпчгые члены относительно Ниже буле 
показано, что это приведет к удовлетворению условия (2) с высоко! 
степенью точности, Относительно /. получаем квадратное уравнение 
Значения чисел л и 7( при различных т и а также значения чисе;
//.՛ •. подсчитывались на БЭСМ-6 при л = 50. Из двух полу
действительных шачений > выберем большее (именно оно 
удовлетворит!. (2) и (3) с хорошей степенью точности).

В табл. 2 приведены значения Лав табл. 3 значения 
дфаниц модулей при этих значениях

, Таблица
Значения ).

Л! \
0.1 0.3 0.5 0.7 1 2 5 10

1 1.7203 1 ,5177 1.4052 1.3328 1.2623 1.1535 1.0682 1.0354
1.5 1.4172 1.3209 1.2587 1.2160 1.1727 1.1030 1.0463 1.0211
ч 1.2908 1 2304 1.1880 1.1580 1.1269 1.0760 1.0342 1.0178

3 1.1802 1.1465 1.1207 1.1017 1.0817 1.0486 1.0217 1,0113

Числа -1г как правило, оказывались положительными. Полечи 

данные значения позволили проверни., что (14), а следователь»!«, 
и (2). выполняется с неточностью, меньшей 1%. (« большинстве слу 
чаев неточность значительно меньше 1%). Перейдем теперь к обое 
кованию метода, го есть покажем, что если числа (/. определять и 
(12), а I — из (14), то при п - 50 и 1 3 функция д (л) (4) удое 
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летворяет уравнению (3), где Р(х) равна Р с хорошей степенью 
точности.

Верхние границы модулей ,
Таблица Л*

0.1 0.3 0.5 1 2 5 10

I 0.Q368 0.0079 0.0474 0.1585 0.2773 0.3926 0.4425
0 0.0136 0.0540 0.1035 0.1532 0.1666 0.1540 0.1424
3 0.0048 0.0719 0.0979 0.1060 0.0947 0.0782 0.0708
5 0.0261 0,0621 0.0622 0.0520 0.0417 0.034!) 0.0325

10 0.0300 0.0278 0.0229 0.0178 0 0150 0.0132 0.0126
20 0.0145 0.0097 0.0083 0.0068 0.0060 0.0054 0.0052
зэ 0.0082 0.0056 0.0048 0.0040 о.оозб 0,0032 0.0031
50 0.0038 0.0028 0.0024 0.0021 0.0019 0.0018 O.ÜO17

Рассмотрим функцию

1п
А (л՜) - V / л-'1

■ ՛
(15)

Здесь /1 представляет собой отброшенное ранее выражение у правой 
часты (/-г1)-ого уравнения системы (11) и равно

2л I
h = — » V Ь:. к Ut.kd^ 

։-и
(16)

где

К* --=

О при / = 0 и k = 0; 1; / —1 и k = О

Ь^к + т-' —при / = 0н2<Л<3

k — 0 и 2 < / п 

bi^n в остальных случаях

Покажем, что .4 (х) мала по сравнению с -^֊ при х|^а, 1 </н<3 

я л = 50, если числа /. и <7, определять соо гнете вели о из (1-1) и (12). 
Обозначим

— <!')

при I = 0 и k = 0; 1. а также при ! 1 и А’ — 0 <՛. * — 0

при 1=0 и 2 ^А»<3. а также при А —О и 2^.1 п
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т(т \)(гп—2)
՝ н н <щ-2 Т * • ’ *+ “ 7/+а_2и и/ -Г”* ’■

, •.*  т[т - !)• ... (т - / ֊ А: + 1) /+А
(/•!-*)!  "

В оста.՝։ы։ых случаях

/м <I)
*՜ 2 (и5,- * I 2՜ •••֊• ; . , ։-и) -

"՛ 0 (т— 2) ,
ии./.Ь-З ■ • б-Ь-2 ,։ »1/ -т- • • • —

-И I)' ։п (т 1 )• ... -(т — / — А’ — 1)
7

! (оложнм

(18)

Используя (13), получим

Л (х) =

Гл-.՛
М/ = — 5^ * 11к

К—О

(19)

Для различных т и ■ нами проведена оценка функции Д(х). 
для чего использовались значения //;.*■  ' (частично приведенные в 
табл. 1 и 2), и легко проверяемое неравенство

т(т \)(т 2)(/и^֊3) т (гп — !)• ...-(т — 4) 
4! * 5!

т {т. — 1)> ... • (/л — 5) _ ! < _!_
6! " ’ ! ՛■ 15

при 1 т < 3.
Эта оценка показала, что при | л՜ !< а. ;>0 (: — неотрииатель- 

р 
ное число). 1</?2<<3 и /2=50 функция ?1(х) составляет от - 

меньше, чем
2% при 1д-| <.0.8п

3% при 0.8« < | х | < 0.9,^

5% при 0.9«<|х|<а

Используя (5), (б) и (10), можно убедиться, что при 1</п<3 
и /I = 50 с высокой степенью точности выполняются равенства
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л
У С. Л'-՛ = Кц (л՜)

.V
, —-4—֊ I 2/< ( л\/ (л) т/л- -| 5

-А’* I J

• И։‘1л:по1 АП Армянской ССР. Чечяннк.։. Л՛? ։

(1

>п 2п~(

֊’У У^+*м/,^Л- 2/ =
/=о * *•<>

«
֊—- \ Г (/) I а7- Р~ 1п
а- — л- 3

(20)

Из системы (12) следует

У^;А'‘՜՜՜ п4',Л/<.|. ֊ У'«Хл "0.а') - У (21)
- х л-1 ’ /»I \ 0 '

Из построения функции Л(х) вытекает

Чп 2л-Г / i \
— - У 41 Ь(^к »1, /. «•*  л-:ц --- ( «о. о — V /«?. //„ . ) -

/-0 А-«1) X '

н Д(А) (22)

Вычитая из (21) равенство (22) и используя (20), получим, что 
// (а*)  удовлетворяет (3'), где

Р(л-) = Р- 2Д(л-)

Из приведенной выше оценки .4 (л) вытекает, что Р(л՛) равна Р 
С хорошей степенью точности.

Рансе было показано, что построенная нами функция <?(х) удов- 
„сгвор'я.ет (2) с высокой степенью гочности. Кроме того, значения 
7։ позволяют сделать вывод. чт<*  (/ (х)>0.

Отсюда следует, что функция д(х), определяемая по формулам 
(12) в (14). является приближенным решением уравнений (2) .1 (3). 
.Зля ее вычисления остается найти лишь параметр

Из (8) и (13) получаем при лч>1 уравнение относительно $

1
мг т) (23։

1П \2’"А* /И /
(/Я: Г“1

где

а(=, т) = 1 -4- г — т\ (/. — I)

Левая часть уравнения, как можно убедиться, является убывающей 
функцией от

9 д'
При т = I ; известна и равно \ — -—• что следует из (8).

ТЛ1
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Пусть ?։, ֊„..............., .... с/; ш։, т......... пц, ..., тг< — значения = я т,
рассмотренные в табл. 2 и расположенные в порядке возрастания и, 
кроме того,

т^т < ш.+1

На основании монотонности левой части (23) выберем такие числа 
С/ и 5/+ь чтобы =/<5

Нами проверено, что при пц <т <т1 +։ и ։ функции
а(5, т) и Х(=. т) с достаточной степенью точности можно считать 
линейными по т и :. Поэтому можно представить

\ \ ■ «(«. /лги) —а(Б. т;) . . ,О։.
ат) а(:, т.) 4------------------- -------- ---------- - (т֊т{) (24)

772, . 1 — ^2,

где при А = £, /4-1

а(с, гп») = а(:/,
„ ч ։• т*)  а(;., тл>) .т •;) - ---------------------------------------- ( ; — :) )

Ч -н Ч

Заменяя в (24) 7 на X. получаем формулы для /.(•, т). Из (23) и (24) 
находим с и, следовательно, X и Из (4), (8) и (13) вытекает, что 
давление можно записать в виде

где

/>(*)=/><»  (л*)
а(', т)

(25)

Л (а*) =

— давление при отсутствии шероЯоватостей [1. 5].
Необходимо подчеркнуть, что на практике для вычисления р(х) по 

формуле (25) при | х | < 0.9а достаточно заменить

.та

4^0

на

Для вычисления р(х)при 0.9а < |х|<0.95а достаточно заменить в 
(25) верхний предел суммирования 50 на 10. При этом правая часть 
формулы (25) изменится менее, чем

на 1% при 

на 6° 0 при 

на 8% при

|х|<0.8а

0.8а < 1 л-1 < 0.9а

0.9а < | х | < 0.95а

На фиг. 1 изображены графики давления при т=2 и различных £.



Контактная задача о давлении штампа на упругую полуплоскость 35

Остановимся на случае «г = 1. рассмотренном в [1]. при котором не
линейное интегральное уравнение (1) становится линейным*.

• Частично этот случай исследован з

В [I] на стр. 270 приведены значения давления при т=1. Прибли
женный метод их нахождения основан на разбиении отрезка [0, о] на 
5 разных частей и составлении системы линейных уравнений относи
тельно давлений в серединах этих частей.

а
р />(»')

Таблица. 4
ЗначимаЛ

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

К-л\ А Б А Б А Б А Б А Б

0.1 0.3658 0.3643 0.3827 0.3802 0.4239 0.4200 0.5157 0.5060 0.8121 0.7430
1 0.4558 0.4603 0.4615 0.4688 0.4836 0.4871 0.517! 0.5195 0.5791 0.5791

10 0.4913 0.4983 0.4966 0.4995 0.4982|0.5020 0.5025 0.5062 0.5096 0.5147

В габл. 4 приведены значения давления по [1] (столбцы А) и по на
шему методу (столбцы Б). Из нее следует, что наше решение при «1=1 
весьма близко к решению в [1].

Автор благодарит Л. А. Галина за обсуждение результатов.

Моско веки П г осуда рс твенный
университет Поступила 5 II 1973
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Ա. II. 111Լ14՚Նք|՚1.1«օ

ԱՆՀԱՐԹ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԿԻ1111Հ11.ՐԹՈ1'Թ:’.11.Ն ՛Ա՛Ս. ՈԻՎՎԱԴԻԾ ՀԻՄՔՈՎ oSU.IPH
ՀՆՇւՈԼՆ ՎեՐԱՐեՐԺԱԼ ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴհՐԸ

II. մ փ ո փ Ո I մ

Դիաարկվւ, ղ կոն տ ա կա ա քին իւնցիրր բհրվում Լ ճնշման ֆունկցիայի նկատ 
մամր ոչ ցծային ինտհցրա[ հավաստրմանէ Այց Հավասարման (ուծւսմլւ կաււոՀ 
•լելոէ 'ամար տոաշարկվում Լ մոտավոր անալիտիկ մհ[1ոցւ Մասնակի ցե>ցր 
Համար բհրված է համեմատություն Ւ. Ա. 6 աաչերմանի լուծման հեաւ

X PLANE CONTACT PROBLEM ON THE PRESSURE 
OE A PUNCH WITH A RECTILINEAR BASIS ONTO 

A ROUGH ELASTIC SEMI-PLANE

A. S. RABINOVICH

Summary

The contact problem under examination Is reduced to a non-line 
integral equation with respect to pressure. An approximate analyl 
method to solve the equation is suggested. For the particular case a cot 
parison with I. .1. Stacrman's solution is presented.
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