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РАВНОВЕСИЕ ПРЯМОУГОЛЬНИКА. ОСЛАБЛЕННОГО
КРЕСТООБРАЗНЫМИ РАЗРЕЗАМИ

I. Решается плоская задача теории упругости длн прямоугольника, 
ослабленного симметрично расположенным пну грешим крестообразным 
разрезом (фиг. I). когда на ниешпеА границе прямоугольника заданы 
напряжения Для простоты выкладок принимается, что касательные на­
пряжения по всему контуру отсутствуют

В силу симметрии задача решается только для области АВСО, при 
этом удовлетворяются условия симметрии

-ху(0. у) = и (0. у) = 0 при и/ Су <Ь)
(IJ I

•ху (*, 0) = т՛ (х, О) = 0 при (с С х С а)

Граничные условия на остальных частях области ЛВСО задаются а сле- 
луюшем виде:

У) = —4- V//.cos3 у. з, (л. b) - — - X Л,с(»^2»д- »? *— " о —- *-1

МО, у)=Л(у) (0<y<J), =,(х 0)֊=/,(л) (0<х«7) (1.2)

•»*(•*. у)|, =0

Задача решается по методу, использованному а работах (I —5|.



14 А. Л. Бабло ян, А. М. Мкртчян

Напряжения и перемещения определяются через бигармони вескую 
функцию Эри ио формулам

дЩ> <92Ф
(?уа ~ ~дх՛ ' -лу —

дхду

‘о2Ф . >------ н Е и0
Оу

Ей = 1
ду՝

д<1> ,,
•' — 4֊ Еи0 

ох

(1.3>

Здесь Е, у — модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно.
VI), «о— постоянные интегрирования.

Функцию напряжений ищем я виде

Ф (х, у) = г։х= 4- -- у я;*’ р.Л'д1'4'1 (у) — У*1 (у)] сое 7чл- 4֊
а

4- ггу‘- 4֊ V ₽;= |лг¥12> Г? (X) - № (л-)1 соя \ у (1.4 >
Л=1

кт.
а

кт
Ь

где

Л”(у) _1_
Яд Ь

с11г։(/,_У) + 24^ 

Л"(у) = М-у)

«*У 511 7.Д (Ь — у)

а Л” (х) и ։՝£՝ (X) определяются этими же формулами заменой 

у — х, *к ֊> Ь — а

}. — произвольная постоянная.
При таком выборе функции >1» (х, у) условия симметрии и равенства 

нулю тангенциальных напряжений удовлетворяются автоматически.
Удовлетворяя однородным условиям (1.2). получим бесконечные ал­

гебраические уравнения

гр а+м1’)-= 21« -г $”1-^4
(1-5>

П='(1 Л'.;' = 2|С.Г," Г«Й’П'’1 Н ««

и условия для определения с։ и а
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Су

где

а։П =------2_Г_____ ,

АП> ^ар(֊1Г
Рк «(«;гЗ^ ’ 

—
д/п) - _£_______1_

$11 а*/? §Ь2а*Л

/И^> = —------------ I------ * — .
8113,. а

4? = (->)' '««В՜1

С = (֊1),-'4՛»1'՜1

у0> _ 1 - Я; Л? сИ1 а*/> 
811 аА Ь

I 4- 3 а сИ1 3. а\'а) . ____ ‘ ■
8113 а• Л

4

Смешанные условия (1.1) и (1.2) приводят к парным уравнениям

< ЗИР-Ь-ИРД2’ ֊ >-'Л^Н։‘|с<»?։у = 2е. -г,(у) (- 
Л«=1

+ -У|Я"-֊.д(у)֊и1"? .(* -у)|. (О у<<0 
а <> 11

(1.6)

А1" г5!».*Г։'№«й?4у = о «/<?<*) — *

и аналогичное уравнение для Л'՝,11- Здесь

6 <>’>=—;—Г
*Т з 11 гкЬ

. ^:;ЬсЬ^ЛЬ V) сЬ аЛу------------------------!֊ — у) з11 аАу
511 а/./?

2).1>

Использованием результатов [2—-1] парные уравнения приводятся к бес­
конечным уравнениям

ЛТ” - 4- V ';.с«> А-<? + С\,24'» -I- 4У■Гр 4М2>' - - Д1’
>/? а а (.Ь

л? ■ = Д у лс;у Л'р + ‘4 Сй!- д-р + ֊ и.21 -г 47>'Р ] + - 7<?> 
Ха ~։ Ь Ь га

-А'<',։> = — Зс51п | (со$ ~
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/»-։

у^м^-кх^х^ /——---------- р-—— Зр(со$71։) 4-
Р

— У П”
' '' /՛ :

Л! „ (СГ&Т<։) -К а (СС1§7.։) 
РИ р~

Р

Ь- ' ֊4 2*2’С* .
’ ^(сОЗтд) —Р « (СОЗ^) 

Р Л 

р

2Л'<-’ = -8с։ |п

ХО>уИ<п -лЛ'<։|Л'՛:»
Р !>_________ Р Р

аЬ՜1 р
<р(со$ ?։)

+^’
Л1 Л (СОЗ?։) А' ъ (СО$<։) 
"X։Р~

Р

.V Ь (СО5С։) — Р (СО5;։)/г Р —~ Р —
~ - --------------------------------------Л р

где введены обозначения
Л

ь р * О
ср? = 7^?’ Ур (СО5 6) У, (СОЗ 6) 1« -- (Р>, 

I м

Л*2>
/ЛП = —Г(Ь 

/..И?

Чл = — у ( Нр Д <с0§ °) У к <СО55 °) {ъ — 

о

Р-ь- А’ Г— О^1, = ^7’ ^' = 7 I /^(со8б)у,(со։6)։г-^ (1.8)

о

ь р о
= | /’2(созб)у/г(соз0)^—</0 4-^1МСО8У,х)

о

Аг Г О* = ~ V И1 (со*0) Ук 0) ~(/ь 2е-г,: ^°5 ’1 *
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(1.8)
— /? -•(" vjcos-— dr,

— ?| ՝2 Г 9//:(cos0) -֊ r_l.± ........  ֊■ --
” . I COS 7] — COS (j

Функции y..(cos0), zk (cost'). A:(cos0) исследованы и работах (2-3|, a 
входящие в С™ интегралы связаны с функциями

Н (cos 6) = /,= (- cos G) Л՜ (cosG) = Н. (—cos5)
(1.9).

р. (COS G) — Ki (—cos G) Q: (cos G) = /?. ( - cos 6)

которые детально исследованы з работах [3—4].
Учитывая (1.9), а также оценки соответствующих рядов и функции 

из (1—«], получим, что суммы модулей коэффициентов при неизвестных 
бесконечных систем (I 5| меньше единицы при л 0.25, а соответствен­
ные суммы в системах (1.7), а также свободные члены этих систем стре­
мятся к нулю при возрастании «/г». Следовательно, совокупность беско­
нечных систем (1.5) и (1.7) квазивполне регулярна, и неизвестные 
Aj0, мфкно определить методом последовательных приближен::::.

Напряжения в перемещения определяются до формулам (1.3). На 
линиях разреза выражения для напряжений видоизменяются выделе­
нием особенностей у корня разреза

|/ 2 Ksln — о _
2М0, Ъ) = ------- ------- 12 sin-i /•(•/.) (1.10>

I cos/д — cos 7, 2

0h<r/<՜«)

где коэффициент особенности /?2 определяется по формуле

/?2 = - 4<г2 + У I А™| у г (cos ъ)
?֊i 

- 2 l^JI /- 2. (cos -с,) - А’},1» //„_б (cos Та)| ф Ft (cos -/։) 
*=։ « «

а регулярная функция Г(ц) имеет вид

Г^) =
, w ; |.V a(cosO)- P „ (cosG)]ctg~rf9
Ly д-(|)р l _____1_
a p J | cos G — cos 7j

2 Известия АН Армянской ССР. Механики, № i
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_ _ О
. *• |М г (cos 9) 4-Az » (cosG)|ctg — rfO

_±у рг«> —2К____  ____ 2—
а —։ '' J I cos 9 — cos л

— V п Л1<1 - ,л - Д’<?>| — ( ֊IО?0* 5111£zA 
А р ‘ л л J Г cos b — cos *}

Заменой

Л7’ГЛ7‘, rV’zr^, a֊b. BZTtj

из н» лучим выражение для напряжения зу(:, О).
2. Одновременно рассматривается вторая задача, когда прямо* 

угольник ослаблен четырьмя симметрично расположенными внешними 
разрезами (фиг. 2|, то есть когда граничные условия имеют вид

'л у (0. у) - -и (0. у) = 0 при (0 < у < J)

*rv (х. 0) = v (л\ 0) = 0 при (О < х < о)

՝։ («, у) -֊- ~ У °* COS /« У’ 5/ <*• “ 4- V Ьк COS«kX
•■м “ * .4

(2.1)
’л(0, у) =л(у) (^<У ֊;л). 5,(х. 0)=Л(х) (С<х а)

•аг (А У)|։ =П

В ном случае изменяются голько бескон.'чиые системы (1.7), где надо 
учесть, что

k О
“Г’ w 2С։У» (с0- ’J։) ' — l -. <coS ’* (cns
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ОД’ -=

C\1t —

k г1 Zp (cos б) г, (cos 0) Cig — dr)
2

к
2

I // » (cos 6) c. (cos 9) ctg — db
J л т 2

(2.2)
к Г G

d™ = — — ( /. д (cos G) z,(co$ G) Ctg — d'։

rt (»os 0)
I cos h — cos rt

— ՝ c»a , (z ՛ TJsln — d՛, 01 9 f o
// Л (COS&) ֊֊֊ I ------ — :------=----
f՝ “ -J | cos 0 — cos

(2.3Ъ

l.pb а (COS 6)
_________ , (U sin — dr 9| 9 . ТГ® ■’ ' ' 9

r‘ .. ! cos fj — cos i.

^ = F։(cosy։1)-4C։4-S irpM^-'.V'J'A^IZpfcosTj -

-У ir^/^aft'OSTj-A'^^aCCOS.'JI  (2.4)«

Из (1.9) п значений интегралов, входящих з (2.2). приведенных в 
работах (2 4], следует, что системы алгебраических уравнений квази- 
вполне регулярны.

Отметим некоторые частные случаи
1. В первой задаче (фиг. 1). подставляя d-О, получим решение за- 

тачи о равновесии прямоугольника с одним внутренним разрезом [5|. 
[б] (фиг 3)

2. При d=*b (фиг. 1) получается решение задачи, когда прямо­
угольник имеет один выходящий на границу разрез (фиг. 4) (7).

3. При d—b (фиг. 2) получается решение тля задачи о равновесии 
прямоугольной области с двумя симметричными разрезами (фиг. 5), 
ранее рассмотренной п работе 15].

3. В качестве примера для первой ». ьччи вычислим коэффициент 
при особенности по формуле (III) дли квадрата, ослабленного равно­
сторонним крестообразным разрезом, когда хявдрат подвергается дну
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стороннему растяжению равномерными силами Р и <2. то есть когда па­
раметры задачи принимают следующие значения:

а = Ь — С = (1, а0 2(^. Ь1У = 2Р, а» = Ьк=0 (3.1)

'I

Знамени» коэффициента R' для некоторых отношений <7« при­
ведены в табл. 1

Таблица I

с а 1/2 1 4 1 10

. А’։ >1п (.-<■ 'ги\
к- - 1 ■’ О.ЧЗ/։-О.О*?1М 0. И.’/’-0.051 у 0.185/' 0.021 и
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В табл. 2 даны Значения коэффициента особенности /?2 (2.4) для 
задачи, приведенной в п. 2, при тех же значениях параметров (3.1).

Таблица 2

с [а 1/2 3'4 9/10

. /?аСО5(гС 2д)
*’= и 0.821 Р-0.023^ 0 -132Р 0.015(? 0.176/»—0.007

Случай И — 0, с 0 первой задачи был рассмотрен в работе (5|. 
‘где приведены некоторые значения А? для различных отношений с;и

Частные случаи второй задачи с = и и с = а рассматривались в ра­
ботах Бови в Нила [6. 7]. а также в работе [5].

Частный случай первой задачи, когда а Ь = . с ֊ <!. Р - 
подробно рассматривается в работе Сталлибраса |8|.

Для изучения влияния отношений с с1 и Р;\) на значение коэф­
фициента при особенности R рассмотрим подробно предельный слу­
чай п. I, когда а 6 = (фиг. 1). то есть рассмотрим задачу для 
плоскости, ослабленной крестообразным разрезом, когда плоскость 
растягивается по направлениям осей о.т и оу равномерным-.! силами 
г интенсивностями соответственно Р и р. Предполагается, что берега 
разрез.։ нагружен։.: только равномерным давлением р.

4. Решение задачи можно получить из решения задачи: п. 1 пре­
дельным переходом, когда « —Ь — ее-. Однако, предельный пере­
ход затруднителен из-за наличия бесконечных систем в Задаче для 
конечного прямоугольника. Поэтому целесообразно функцию напря- 

.женнй рассматриваемой задачи представить отдельно в виде

Р\՛՜ — Ох՛ С •Ф(д'. у) ——— ; 1/1(*)(1 - ->х)е " со^туг/? -!-

и

С (;) (1 — Зу) е ՛■՝ собЗлт/З 
и

(4.1)

где неизвестные функции /На) 
дующих граничных условий:

и С (а) должны определяться из еле՛

(с < л- <2 <х):у(л-. 0) = /» 

= г(0. У) = р

^|г = 0

(0<х< с):

(0 С у < </):

И(л-, 0) -II

С'(х. 0) =0 

зу(х, со) = р: 3.1-( О. У ) Р

(4.2)

Удовлетворяя условиям (4.2) 
задачу можно свести к решению 
уравнений:

используя при этом формулы (1.3), 
следующей системы интеграл иных
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.¥(/) =
<1

4 Г

(4.3

У«) = Р (О <?<</)

где функции А (/) и У (Г) связаны с функциями .4(7) и Я (а) 
тениями

соотно-

я с
хЛ(7)= ^Г(/)./0(։Г)Л, ?С(?) = [

О ’У
(4.1

Нормальные напряжения на линиях л=0, у — О выражаются че 
рез функции Л'(0 и >'(/) формулами

(О, V) = - У (0) - С
I у°֊-а֊ .) ) у2 -Р

зу (Л-, 0) = - А' (0) - ! -

I - с2 I л-2 ֊ Р

(|х|>с)

Отмстим, что путем замены переменных уравнения (4.3) легко свс՛ 
-д лятся к системе интегральных уравнении Винера-Хопфа

X.

(4.3'

где

Г = Р^
с1г(Г-'—.֊) 

и

(?! = ф — р, Рх = Р - р, у = 1п а = 1п - 
с

(() = е 1X (се՜1}. ([} = е

г/ У'(с)</
(0</<г)

о

о

в

о
(1у1>*)

о

3 сИЧг-; Н) 
о

В частном случае при у=0 (с=։Л система (4.3'| распадается нг 
два независимых друг от друга уравнения. При Р=(] получается толькс 
одно уравнение для функции д (/) = <( которое подробно исследи 
нано в работе (8].
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Решая приближенно (9] систему уравнений (4.3), для коэффициен­
та при особенности АТс) формулы (4.5) з зависимости ся а- <^'с полу՛ 
чин следующее выражение:

..V (г) = Q. - + g(/V._90|y (х - у) - 2а<^| +

4PXg2 I 3(г֊-8)+ 18--2 
п3 I 6 (а2 4-1)

. I arr.tg-

֊ п.522 У---------
(1.5)„(/>+ 1.4701)

(4.6)

Коэффициент Y (d) получается из формулы (4.6) заменой а

’ /<. В (4.6) введены обозначения

Я = («2 + I) у = агента - а#, («),,-֊ Г {а - /;).Т (а)

Погрешность формулы (4.6) не превышает 2%.
При малых значениях а ряд, входящим н (4.6). сходится медленно. 

Однако, формулы

У---------------------- = 1 arctg- 1
р" (1.5)р (/>4-1) У 2

Г У------- —^֊---------= — f arctg -— »И 4 —
Д (1.5)И/^ + 2) 2.$А « ' 2

позволяют вычислить значение этого ряда е любой наперед заданно:։ 
.точностью.

В табл. 3 приведены значения коэффициента при особенности 
■'<(<*) 12(*)Л» вычисленные по формуле (4.6) для конеч­
ных значений с и d.

Как видно изтаб|.3. изменение функции у։ («) незначительно 
(I > ;։ (2) < 1-096 при 0 - з< ՛ ), то есть влияние силы Q։ на зна­
чение коэффициента .V (с) практически не зависит от отношения 
■- de. Влияние же силы 1\ на A'(ci при малых значениях а незна­
чительно, а при увеличении а его влияние возрастает, но всегда 
меньше влияния Qv При з = О, (</ 0). ¥(Н Q։, то есть не зави­
сит от силы Pv При я= -, (г==0), A'(f)^^——^)(Qi £\)¥=0» 

н։> напряжение sy,(.v, 0) не имеет особенности, так как сумма первых 
двух членов формулы (4.5) при с 0 обращается в нуль.

Сравнение результатов работы с имеющимися в литературе реше­
ниями частных задач [5 8] показывает, что при одинаковых значениях 
параметров задач численные результаты (значения коэффициентов при 
х»с<1'1еяпосгях напряжений) при больших отношениях с/а совпадают. 
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я при малых — имеются некоторые расхождения, которые возник; 
из-за приближенности конформного отображении в [6, 7].

Тйб.ища 3

■г 7։ (а) տ Ն <Л) ,□ (»)

0.0 1.00000 Օ.ՍՕՕՕՕ 1.6 1.08451 0.41311
0.1 1.00038 0.00049 1.7 1.08613 0.44028
0.2 1.00261 0.01)381 1.8 1.08746 0.46582
0.3 1.00751 0.01229 1.9 1.08856 0.48981
0.4 1.01474 0.02727 2.0 1.08947 0.51235
0.5 1.02347 0.04891 2.1 1.09022 0.53351
0.6 1.03270 .0.07638 3.1 1.09353 0.6879.»
0.7 1.04180 0,10828 4.1 1.09429 0.77869
0.8 I.05020 0.14309 5.1 1.09453 0.83721
0.9 1.05756 0.17941 6.1 1.09162 0.87776
1.0 1.06386 0.21611 7.1 1.09466 0.90743
1.1 1.06915 0.25236 8.1 1.09468 0.93004
1.2 1.07354 0.28759 9.1 1,09469 0.94782
1.3 1.07715 0.32144 10.1 1;09470 0.96215
1.4 1.08011 0.35371 101.0 1.09472 1.08136
1.5 * 1.08253 0.38420 — ՜

В более частных случаях, например, для плоскости с одним разре 
зом получается известное решение [10].

Институт механики 
АН Армянской ССР Поступила 29 XI 1972

Ա. 2. ՈԱ1ՂՈ9Ան, Ա. 1Г. ՍՊՈՏՑՅԱՆ

ԽԱԶԱԶհՎ ԿՏՐՎԱԾՔՆԵՐՈՎ Р* ՈՒԼԱՏՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ 
ՀԱՎԱՍԱՐԱԿՇՌՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ ա м ա ձ ւ/ ակ անութ յան տեսության Հարթ իւնղի/>լւ խաչաձև 
կտրված րնհրււվ թուլացված ուղղանկյան Հասար; Սի ղեպքում երկւււ ներքին 
ւււղղաղիծ սիմետրիկ կտրվածքները ՛Հատվում են ուղղանկյան կենւորււնսւմ 
մյուս ւլեսլբում կարվածքները սկսվում են ուղղանկյան եզրերի կեն ա րոնների ց

Երկու ղեպքուս էլ /»^7/'/' լուծումը քերվում ր' կվաղիլխլվին ոեղուլյար 
ւ/ծա/ին Հանրահաշվական Հավասարումների անվերջ սիստեմների ան Հայտն երի 
որո у մանր լ

Լարումների արւոտ Հայտաթյոլններում անջատված են եղա կիա•'՛ ւանները• 
Նշված են մսանավոր զեպբերը։ Բերված են թվային որին ակներ։
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OX EQUILIBRIUM OF A RECTANGLE WEAKENED 
В\ CROSS-SHAPED CI TS

A. A. BABI-OVAN. A. M. MKRTCHIAN

S u m m а г у

A plane problem in the theory of elasticity for a rectangle, weakened 
by cross-shaped cuts, is considered.

In one case iso straight symmetric cuts intersect in the centre of 
the rectangle while in the other the cuts start from the middle of the 
rectangle edges.

In both cases the solution to the problem Is reduced to determi­
nation of coefficients of expansion from quasi-quite regular infinite sy­
stems of algebraic equations.

Some singularities in the expressions for stresses as well as a few 
particular cases are presented.
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