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исследование: некоторых вопросов 
ТРЕЩИЙООБРАЗОВАНИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ КОНТАКТА 

СОСТАВНОГО ЦИЛИНДРА

В статье исследуется возможность образования трещин на поверх
ности контакта составного цилиндра, образованного из двух сплошных 
круглых цилиндров конечной длины одинакового диаметра, которые 
соединены между собой торцами, при сжимающей внешней торцевой на
грузке. При решении задачи сцепление между этими цилиндрами прини
мается полным и без начальных напряжений. На боковой поверхности 
составного цилиндра нормальные перемещения и касательные напря
жения равны нулю.

Такая задача в 1963 г. рассматривалась в работе Баблояна А. А. 
.՛ Тонояна В. С. (2]. Эта задача :։ данной работе вновь рассматривается 
для выяснения возможности трещинообразования на поверхности кон
такта, при этом проводится другой численный анализ.

Вопрос образования третий на поверхности контакта связан с ис
следованием нормального контактного напряжения с определением его 
величины и знака. Для конкретных внешних нагрузок и отношении гео
метрических параметров составляющих цилиндров рассмотрены числен
ные примеры, вычислены напряжения на поверхности контакта и на не
которых сечениях составного цилиндра. Исследовано влияние разнород
ности материалов на распределение напряжений.

Анализ полученных результатов позволяет сделать однозначное 
заключение о возможности образования трещин на поверхности кон
такта.

I. Основные расчетные формулы для напряжений

Рассмотрим цилиндр с радиусом /?. состоящий из двух сплошных 
круглых цилиндров из различных материалов, соединенных между со
бой торцами (фиг. I).

Граничные условия рассмотренной задачи имеют вид

֊</2 (/?.?) = 0. //">(/?, (1.1)

У + ?• А (М = /(г>

о<г</е (/=1.2) (1.2)

Л)= 2= ?(/•)
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где /(г) и ь(г)— кусочно-непрерывные фунЮши, ограниченны? на 
заданном интервале.

Условия полного контакта цилиндров по торнам даются соотно
шениями

47 ") - ֊49 (г, 0), 5и»(г. 0)= 42Чг, 0)
(1.3) 

«7Чг. 0) —/<?Чл и)> н<։)(г, о) = «7՛ (г, 0)

Бигармоническая функция напряжений представляется в виде

+ ^֊'»?,г5^г + ^гсь^г| ^4 (1.4)

где а.[‘> — коэффициенты разложения граничных функций.
Пользуясь обычными формулами 11. 2, 3]. для напряжений 4° 

я тО) получим следующие формулы:

4» (г, с) = — т V (—сЬ 34 £ - 511 34 -
л=1

4֊-|(I - 2*)511 ₽,£ - \£СЬ 3А21 .¥<•’*-'’> -Г

-֊ [(1 -2^сЬ,^֊М*1О.г|ЛГ! (1.5)
с11

-) =֊• V И’-сИн»2ЛТ 2-‘ г
А-»

+(2-,,<:Ь.и V» ։>> .а.г-гМсЬМ*«'>] <’-®>

Неизвестные коЛрф^циенты, входящие в ряды (1.4—1.6), определя
ются после удовлетворения граничных условий и условий контакта из 
конечного числа линейных алгебраических уравнений.
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2. Численные примеры

В качестве примеров рассмотрим напряженное состояние составно
го цилиндра, когда на некоторых частях торцов цилиндра приложены 
равномерно-распределенные нормальные нагрузки следующим образом՜

а) О-ПРИ 0<г<а՝ (г. /..) = ! ” »М<'<А
• “■ 0 при ‘ I- р при а2<г</?

Ь) О<о(г, Л) = |-^ "Р” ^<г<^
I 0 при

Из условия равновесия имеем

«7 4- а2. = R՜ I •

При этих условиях имеем

а) ,

*у = о. Ч',= Б?/’ (2.1)

2<։,Л (:\'^)
■ (?,/?) Ь) а<0 = (2.2)

2о/1 (^а1)

Вычисления выполнены для значении R 0.1А?, а1=0.125Р.
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После удовлетворения граничных условий и условий контакта 
для определения неизвестных коэффициентов (/=1, 2........ 8)
получается конечная система линейных уравнений. Для больших зна
чений к. решая эту систему и подставляя значения Х]р в (1.5) и 
(1.6), получим, что отброшенная часть рядов будет меньше, чем 
сумма следующего ряда:

£ 8а 1е = 0.000005
>-51

(2.3)

Если асимптотика решения получается сравнительно про
стой, так как некоторые члены имеют порядок е к՛--՛՛•>* и при боль
ших к практически равны нулю. Оценены ряды, содержащие бес
солевые и гиперболические функции, и для напряжений в общем 
случае получены оценки типа (2.3).

-<ур

Фиг. 5.



74 3. А. Мартиросян

Значения нормального я касательного напряжений в некоторых 
точках поверхностей г 0, //4, 3//4. г=0.2/?. 0.4/?. 0.6/?. 0.8/?, 1<'ач на 

линии г ֊ 0, при —— — 1, для первого случая нагружения привсде- 
0'2 

ны в табл. I и 2.

4,=х)г=0.1 Vе*
Фиг. 8. Фиг. 9.



Распределения нормального и касательного напряжений на поверх
ности контакта при различных значениях модулей сдвига и коэффи
циентов Пуассона для первого случая нагружения показаны на фиг. 
ч 11. Диаграммы построены по расчетам, сделанным для шести точек 
поверхности контакта.

Распределение нормального напряжения на поверхности контакта 

при V, -•<.=֊-0.1, — = 2; 20 для второго случая нагружения пока- 

вино на фиг. 12.

3 .4 «плиз результатов вычислений

Для первого случая нагружения двухслойной плиты, когда слои 
имеют одинаковые толщины, сжатие сопровождается изгибом. На осно-
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вании данных фиг. I Ни табл. I -2 приходим к следующим заклю
чениям:

Таблица I 
^/Р

гН
г
R

г//

0 14 12 3/4 14 1/2 3/4

-0.5276 0.7170 -0.8740 0.9551 0 0.3372 -0.1704 ֊0.0573
— 0.0'433 0.0456 0.0640 0.0814 0.2 0.0282 0.0293 0.0366
© 0.0005 0.0005 0.0003 0.0001 0.4 0.0001 0.0002 -0.0010

—0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0001 0.6 -0.0001 -0.0001 -0.0010
- 0.0018 0.О015 0.0009 0.0002 0.8 0.3016 0.0010 -0.0004

-0.0731 -0.0429 —0.0207 -0.0059 1 0.1162 -0.1891 0.3598

-г -0.5619 —0.7417 -0.8902 -0.9654 0 —0.3712 0.1921 0.0645
О —О.О161 0.0143 -0.0058 -0.0002 0.2 - 0.0119 -0.0060 -0.0026

0.0007 0.0006 0.0005 0.0002 0.4 0.0005 О.иООЗ -0.0010
0.0002 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.0000 -0.0001 ֊0.0010

— 0.0019 0.0018 0.0015 0.0012 0.8 0.0018 0.0011 -л».0003
Л -0.0694 0.0392 ■О.0181 ֊0.0072 1 -0.1337 -0.1877 -0.3594

—0.5028 0.7004 0.8680 -0.9588 V -0.3129 -0.1551 -0.0523
Че -0.01 18 0.0112 -0.0035 -0.0006 0.2 -0.0124 -0.0066 -0.0029

г* ч ОД 1005 0.0005 0,0004 0.0002 0.4 0.0004 0.0002 - 0ДЮ10
— 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.000О -0.0001 -0.0010
и 0.0027 0.0023 0.0018 0.0017 0.8 0.0019 0.0013 -0.0004

-0.0770 -0.0467 и.0226 —0.0057 1 -0.11.86 (1.1031 -0.3602

-0.5294 -0.7200 -0.8789 -0.9621 0 -0.3381 -0.1708 -0.0574
— -0.0160 - 0.0132 -0.0049 0.0001 0.2 0.0126 0.0065 -0.0028
© 0.0006 0.000« 0.0005 0.0002 0.1 0.0005 0.0002 0.0010

ч 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.6 0.0000 0.0001 -0.0010
0.0020 0.0019 0.0016 0.0013 0.8 0.0018 0.0011 -0.0004

-0.0729 -0.0421 -0.0200 -0.004« 1 -0.1160 -(».1890 ֊0.3598

1. Нормальное напряжение -- на поверхности контакта меняет 
знак. Следовательно. при слабом сцеплении под действием внешней 
сжимающей нагрузки на отдельных участках контакт может нару
шиться.

2. При ноетоянном отношении максимальное напряжение г = 

на поверхности контакта получается меньшим прн.*։ > ?2 и большим 
при >, <" >2, чем при
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■®1р
Таблица 2

г;7 г
77

г 1
« в 3/1 1/4 1'2 3 4

0.2960 0.2742 0.2107 0.1102 0.2 -0.2809 и.2286 -0.1375
о 0.1463 0.1370 0.1095 0.0637 0.4 ֊0.1374 —0.1100 -0.0640

0.0975 0.0914 0.0731 0.0426 0.6 -0.0911 ֊0.0731 0.0420
р֊ 0,0731 0.0695 0.0562 0.0331 оя 0.0675 0.0531 0.02О1

о 0.2868 0.2588 0.1948 0.0907 0.2 —0.3919 0.2481 -0.1335
»• 0.1446 0.1306 0.1016 0.0578 0.4 -<>.1426 -0.1178 -0.0701

— 0.0963 0.0871 0.0679 0.0387 0.6 ֊0.0948 -0.0783 -0.0-161
э. 0.0724 0.0663 0.0523 0.0301 0.8 -С. 0702 0.0570 -0.0323

п 0.2984 0.2875 0.2247 0.1202 0.2 -0.2639 -0.2123 ֊0.1250
п 0.1445 0.1413 0.1168 0 0692 0.4 ֊0.1312 -0.1027 -0.058$

«*■ 0.096*2 0.0946 0.0779 0.0462 0.6 —0.0873 0.0682 •-0.0385

4«
0.0720 0.0720 о.обоз 0.0362 0.8 0.0642 —0.0435 ֊0.0265

0.2961 0.2735 0.2098 О.Ю92 0.2 0.2806 0.2281 -0.1374
II 0.1460 0.1365 0.1088 0.0630 0.4 -0.1372 0.1099 0.0640

** 0.0973 0.09Ю 0.0726 0.04*20 0.6 —0.0912 ֊0.0730 -0.0420
- и.0631 0.0631 0.0560 0.1'329 0.8 —0.0674 —0.0531 -0.0291

3. При любых значениях коэффициентов Пуассона и значитель
ной разности модулей сдвига материалов максимальное напряжение 

на поверхности контакта получается меньшим при (7,>(7.» и боль
шим при чем при (7։ =

4. При любых значениях коэффициентов Пуассона материалов при 

увеличении максимальное нормальное к иг эктнос напряжение 

уменьшается.
5. Для любых значений коэффициентов Пуассона при увеличении 

(7.
— сжимающее нормальное контактное напряжение па краю контакт- 

ной поверхности увеличивается.
б. Касательное напряжение на поверхности контакта не ■՛.՛-•• 

няет »пака и не имеет особенностей
Для второго случая нагружения двухслойной плиты, когда сим

метричное сжатие торцевой нормальной нагрузкой не сопровождается 
изгибом, на осповашц! данных вычислений, часть которых приведена на 
фиг 12, заключаем:
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1. Нормальное напряжение з- на поверхности контакта меняет 
знак.

2. Максимальное контактное нормальное напряжение превосходит 
< аченнс интенсивности равномерно-распределенной внешней нормаль
ной нагрузки. В предельном случае для одинаковых материалов напря
женное состояние составного цилиндра не зависит от свойства мате
риалов.

3. Изменение модулей сдвига и коэффициентов Пуассона материа
лов .лоев мало влияет на напряженное состояние двухслойной плиты.

4. Касательное напряжение "г.- на поверхности контакта может из
менить знак и значительно меньше, чем э первом случае нагружения.

Ереванский политехнический 
HHCTHryi нм К. Маркса Поступила 6 VII 1973

Д. 11.. |րԱՈՏ1>Ր|111$ԱՆ

ՐԱ/ԼԱԴՐՅԱԼ ԳԼԱՆԻ ԿՈՆՏԱԿՏԻ ԱԱէւԵՐհՎՈԻՅԹԻ ՎՐԱ KbVh 
ԱՈԱ2ԱՑ11Ո.Ն Ս՛Ի ՔԱՆԻ .-ԱՐՏԵՐԻ ՈԻՍՈԻՍ ՆԱՍԻՐՈԻԹՅՈԻՆՐ

Ա մ փ ո փ ո t մ

II ւ ռումնա ռիրվ ռւմ Լ ճակատներից սեղման մ ամանակ բաղա ղրյալ ւլյանի 
կոն՛տակտի մակերևույթ ի վրա օղակաձև ճեղբի աոաջացմ տն Հնարավորության 
.արցերր, երբ ղլանի կողմնային մակերևույթի վրա նորմալ տեղափոխումներր 

I. շոշափ ող / ա ր ո > մ'<> եր ր բացակա յոսէ են:
Ընղհանուր տեսբով տրված I, լոէծմտն ղնա Հատականր, որր թույլ Է տալիս 

։)իարքքել> եղրակացության հանելու րաղտղր յա լ ղլանի կոնտակտի մակերևույթի 
վրա ճեղբի աոաջացման հնարավորով!յան մասին:

թվային 'ետաղոտոէթ յոէններր ցո>յց են տայիս, որ եթե ղլանի ճակատների 
որևէ; հատվածներում կիրառված են հավասարաչափ բաշխված նորմալ ճնշում֊ 
ներ, ապա կոնտակտի մակերևույթի վրա կարող են առաջ ղալ ձղող նորմալ 
լար/ււմներէ

AN INVESTIGATION ON SOME ASPECTS OF DISJOINING 
ON THE CONTACT SURFACE OF A COMPOSITE CYLINDER

Z. A. MARTIROSIAN

Summary

Some aspects of formation of clearance on ihe contact surface of a 
composite cylinder under an external contracting load are investigated 
where normal displacements and shearing stresses on the lateral surfaces 
of the cylinder are equal to zero.
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A general iorm of solution is given enabling to draw unambiguous 
conclusions on the formation of clearance on the contact surface.

A numerical analysis shows that under an external normal con
tracting load certain extending stresses may develop on the contact 
surface of the composite cylinder.
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