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ЮБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ НА ЗАДАННОМ ИНТЕРВАЛЕ 
ВРЕМЕНИ

Современным этап развития прикладной теории устойчивости нераз
рывно связан с созданием математически строгих алгоритмов исследо
вания устойчивости неустановившнхся состояний с учетом конечности 
ьремеш։ протекания процесса [1, 3, 4, 5].

В настоящей статье предлагается алгоритм получения условий 
устойчивости и неустойчивости невозмущенного движения [I] по отноше
нию к заданной области предельных отклонений параметров линейной 

/частя нестационарной системы дифференциальных уравнений второго 
пдрядка посредством матриц вдвое меньшего порядка по сравнению с 
общепринятым в.

I. Рассматривая материальные системы, описываемые уравнения- 
КН возмущенного движения, воспользуемся определением об устойчи

вости движения на заданном интервале времени в следующей поста
новке [I].

Определение. Если уравнения возмущенного движения таковы, что 
при достаточно малом {>>0 любое решение х=х(։) уравнения, началь
ное значение л'о=л'(/о) которого удовлетворяет условию

(О'(70)л0. 6(/0)л-0)<г? (1.1)

«а заданном (конечном) интервале г0 г < 7' удовлетворяют условию 
Вв (О(0х(<). (/(7)л-(0)<р-

те 6(0 —заданная ограниченная матрица, то невозмущенное двнже- 
ГЖ- по отношению к области (1.2) устойчиво на интервале [Го. 7՜), в про

тивном случае — неустойчиво. Поскольку задача об устойчивости на за
речном интервале времени [Го, О в общем случае зависит от выбора на- 

,.| ||> !ого момента /0. невозмущенное движение будем называть равно- 
черно устойчивым в смысле приведенного выше определения, если оно

рстойчиво на любом интервале (/., 7). где 7.— 1/0. 7*).
2. Пусть уравнения возмущенного движения представлены в виде

- А (Л <?) (2-1)

тде /. (/) и Л’(/) квадратные матрицы порядка т, а Л (/, 7) и у не- 
I прерывные аектор-фун^цнн.

Будем предполагать, что /. (Г) — невырожденная матрица, матрицы 
Д|Г| н Л(/) непрерывны на заданном интервале времени |/0. 7). а эле-
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менты А (Г, ?)—нелинейные функции возмущений <;.(/= 1, 
таковы, что равномерно по Г в пределах интервала |/п. 7')

Шп*2Д1 = 0
«-• 1*71

Из свойства нелинейности Л (I. д), выраженного условием (2.2), следу* 
наличие решения <?—О уравнения (2.1) и далее будем рассматривать р՛ 
шеиня, остающиеся достаточно близкими к тривиальному. Невырожде։ 
ность .матрицы Е(() обеспечивает возможность приведения уравнен« 
(2.1) к нормальному виду

Н{։, л)

где

що = Л-'(/)Л(Л?) 

о

а Ет — единичная матрица порядка т.
Пусть матрица I (!) дифференцируема и имеет простую стру:
Тогда существует невырожденная и дифференцируемая матрица Л՜(0 
преобразующая матрицу С (/) к диагональному виду

К՜' (!) и (ПК (О = Л (/) - (Пае ('1 (О....... >■» (О)

где п = 2т.
Элементы диагональной матрицы Цг) являются собственными знз 

чениямн матрицы £/(/), а столбцы матрицы А‘(г) ее собственным 
векторами. Пусть К. -собственный вектор матрицы С(I), отвечают!!
собственному значению (- = 1.........л). (л, = X, (/))•

Обозначим через ......... 7« (О собственные значения, а
рез «,(0.. .. 
4՜' (ОЛф)-
блочных матриц

(/)—соответствующие собственные векторы матриц:
Обозначим р(Г) = «-’(/) и представим *(/) и р(0 в вид

Тогда из |2] соотношения между собственными векторами и епбетве! 
ними значениями матриц / “: (7).\'(О и 7/(/) можно представить сд< 
дующими формулами:
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.--------/ arg *. -г 2г arg т. -֊- 2~\А* =*НТД (cos------ -------- т /sin------ 5------ J (2.46)

к. = ('■’/') (2-5)
где

• J3 пр։։ з < т
|з — т при з^>л/

j 1...., т: i — J —1 и, если через Q, и 2, обозначить соот
ветственно области определения = и 5. то 23։ 24•<={!...., п\ и 
2,П25 = 0.

Формулы (2.4) позволяют утверждать, что среди каждой пары 
собственных значений матрицы U(t), соответствующей одному соб
ственному значению матрицы Z. !(/)Л (0, собственные значения 
матрицы U(t) отличаются только знаком. Следовательно, если матрицу 
А (Г) представить в блочном виде*

■՝՛'>-(«՛ -°)
где \։ и Л2 диагональные матрицы порядка т, то можно выбрать 
таксе размещение собственных значений матрицы U(i) в диагональной 
матрице \ (г), при котором выполняется равенство

А։ =* ֊А։ (2.6)

Полагая, что столбцы /<0 (з — 1,..., п) нормированы, примем 
— /С (/.) и зададим область предельных отклонений следующим 

образом:

V(t, x) = (lCl(t)x, /("'(OW (2.7)

3. Введем обозначение

х=К(Оу (у = у(0) (3.1)

В новых переменных уравнение (2.3) примет вид

^-=-ЧОу֊«'1(0֊£֊^-У К՜՝ (f)H(t. Kv) (3.2) 
at dt

Полная производная по / в силу уравнений возмущенного движения 
Вт положительно определенной на интервале р0, 7՝) функции И(£ л) = 
- I (Л Ку) = Цу * равна

1 dV и՝ Л՜)
2 dt

У Re/.,|yJ= + y Р(Оу +

+ ±(у<-Х-' П)НЦ. + Ку)К '(<)У) (3.3)
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где
Р(/) = - —//< *(/)—

2 \ di dt

Из (2.5) следует

Л(П = ЛЛ: «ал z<-= н\
X *; * / 2 ’ ЛГ’к; р/

Тогда из (3.1) имеем

’■(=) 

где

1 / А 1 ? = у(Лг

(3.4)

•j и z -столбцовые матрицы порядка /?/.
Тогда

v Re >, | г. |-- — Лк։_|ч — ;֊ ;u?j Re Л։ (Л։ рИ — 
4 \ dt / \ dt /

г/л-Т՛  ̂— |ИЛ Ре Л ./Л?Re Л,<• f’Re'jfl?
X dt / \ dt /

Учитывая (2.6). имеем
п т

s-т <-։

Будем предполагать, что здесь >/(/= 1,..., т) определены через(2.4՛ 
Тогда имеем

п "՝• ___ агет,-
\Re/.3|y։|-'= У | |;j sin—— (|.;,J=- |?.f) (ЗЛ 
т—l . i — ]

Обозначив

(3.6)

4 dt 4it / в
и учитывая (2.6). эрмитов) матрицу P(t) в (3.3) можно представ! 
следующим образом:
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Тогда имеем
У*Р(О у = рг'Д У Г) (/) лг1 ;֊ + (։■?)* F(<)M

\ dt / dt

Взедя переменные (3.4), получим
у*Р(О у = (ф - ?)* D(f) (? ֊ т) -г ( ? ֊г ?)* /••(/)(? + ?) (3.S)

Лемма. Пусть дана эрмитова матрица Р(Г) порядка п с соб- 
■ггвенны.ми значениями •/,(/)...., •<,(/). определяемая по (3.6) и (3.7) 
через эрмитовы матрицы простой структуры D(t) и /•(/) одного и 
того же порядка т с собственными значениями а։(О» —> 3.-«(г) и 
?։(0.......₽я(0 соответственно, причем п — 2т. Тогда матрица P(t)
имеет простую структуру, а собственные значения •*,(/)....... МО свя
заны с 2j(0, —, «m(0 и 3J/),..., ?,,,(/) следующим соотношением:

у.(«) = |2₽’(° Пр" ,<т (3.9)

|231-т(/) ПрИ 5>ОТ
где : = п.

Доказательство. Пусть / (/) и ^ (/) —невырожденные уни- 
=Л։рные матрицы порядка т. приводящие соответственно матрицы 0(1) 
и /՝(() к диагональному виду. Введем матрицу
В £(0 = 1р(/)’ (3.10)

2 ֊/(О/
Тогда

S~'(t)P(t) S(t) = 2р’ 0 \
\ О, Z* (о /;(/)/ (О/

(3.11)

1 гким образом, невырожденная матрица 3(1) из (3.10) приводит мат- 
риду Р(1) к диагональному виду. Следовательно, эрмитова матрица 
Р(1) имеет простую структуру. Как видно из (3.11), соотношение (3.9) 

■йрапедливо. Лемма доказана.
Из (3.5), (3.8) и (3.9) в силу известных свойств произвольной эрми-

товои формы имеем

arg-UQ

2

н>*+ы։
г---------- агёъЮ

<.max k|ï4(/)| sin------—

(3.12)

min [а, (/), ^(01 <
(Ф - т) /->(0 (? - г) - (? - -) /՛՛ ( О ( ? г?)

• < шах |«4 (О, МО]
• /

(3.13)

VI 11.(01 sin

где 1= 1....... т.
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С учетом (2.6) выражение-у (у*'Л '(t)H(t, /<>՛) 4- /Л (/, Ку) К*"’(0у) 

в (3.3) можно представить следующим образом:

«?) = ■֊■ (>՛•/< ' (О НV, Ку) /Г (/, Ку) к'-' (/) У) =

= ?>'■՛ '(О^АГ'лг1^)
4 \. dt dt /

(3.14

Подставив (3.5), (3.8), (3.14) в (3.3), получим

1 dV{t,q)
2 dt

= 2 1՜ 17, < 01. sin (I i= ֊ | ?, |!) -?

+ (.5-?|^(/)(Ф-?)т(Н?)9/;(/)(Нт) (3.15)

4. Сформулируем условия равномерной устойчивости и неустойчп- 
.ости иевозмушснного движения на заданном интервале времени (/о. Т) 
по отношению к заданной области предельных отклонений (2.7).

Теорема I. Если для всех £(70, 7') выполняется условие

|7,. (Н| sin
arg н(0 

о
2max [а. (О, Mz)l[rfr<° (4.1»

i I....... т

то невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) 
равномерно устойчиво на заданном интервале р0, 7՞) по отношению ՛. 
области (2.7).

Доказательство. Из (3.2) имеем

=2Ке'=֊֊ +֊y*f7y г-֊֊(ГЛ֊1 (О W (Л Ку) - 
dt |у< пу|| 2}уП

. /7*(/, Ку)К '(0у).

Интегрируя вдоль решения уравнений возмущенного движения на 
интервале 7 ), возведя обе части полученного уравнения в ква
драт и учитывая (3.5), (3.8), (3.14) и (3.15), имеем

՛ 2V h,(f)l sina2ili^

V('-4(t)) V(t„, ?(M)exp2 ------- - (l?Js-|?,|’)4
J. E’i»r+ llrlr

( j — 7)" Z>(H(>-y) • (> r?)*f(0Yb-?)-r^/.^)՜ 

й'?Р + к:’։
dt (4.2)
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(2.2) и (3.14) имеем, что при достаточно малых //|. то есть для pe- 
mft уравнения (2.1), близких к тривиальному, в силу (3.12) и (3.13) 
юлняегся неравенство

I
ПЛ ?('))< ПЛ» </((«))ехр2 Птах I i-j, U)| sin —֊֊֊^

-г 2 max |т, (/), (/)|[ dt

Сидовательно, при выполнении условия (4.1) имеет место

1-'(/, 7(О)<1/(^. </4J)

тоесп условие устойчивости на интервале '/՛), а следовательно, и 
умение равномерной устойчивости невозмущенного движения на за
данном интервале времени [(0. 7‘) выполняется. Теорема доказана.

Теорема *2. Если п какой-либо момент /й£|/0. 7՛) выпол
няется условие

I u (0I sin
arg ՛./(/)

2 min [if (/). 3 (Г/l1 t//>0 (4.3)

7 = 1....... т

1о невозмущенное движение (тривиальное решение уравнения (2.1)) не 
Рожег быть равномерно устойчивым на интервале [(0, Г) по отношению 
л области (2.7).

Доказательство. Пусть нсвозмушенное движение на интер- 
зале |/(1. Г) равномерно устойчиво по отношению к области (2.7) и при 
/ = Л выполняется условие (4.3). Тогда, в силе предположения равно
мерной устойчивости, невозмущенное движение будет устойчиво на 
интервале |£#, Т). Введем обозначение

'п ------------ ЙГЫ*' (/)VI И/(01 sin-4֊֊ (? ?)ё/>(/)(•?-?) 

. -1 -

V + (!)(■> ■ ?) •
? 1՜ - ՛? '

.Допустим, что

II---------- argT.V») ----------------- argT,.(f#)
max; I IiJMIsin—------  = | |7-(rJ| sin

• Рассмотрим частное решение уравнения (2.1) y։ - х(/ з°), опре
деленное начальными условиями s(r.ft) = о, '^(E,) — у, ՛?, (7Й.) - <՛, Z =£ /. 
6\дем предполагать?что / лежит в окрестности точки г...

Тогда, в силу непрерывности форм (3.5) и (3.8), из (3.13) и (4.3) 
писем
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max I |Հ(01 sin
arg Լ (Ո

2

4֊ 2mln |а, U). Հ. (0|[ >օ

Следовательно, для достаточно малых р из ։ 1.2) при выполнении усл< 
вия (4.3) будем иметь

1(С Հ(Ո)> Г(Г . (4.4)

Наличие частных решений, вдоль которых в окрестности точки С вы՛ 
полняется условие (4 4). позволяет утверждать, что невозмушеииое дай՛ 
жение неустойчиво. Теорема доказана.

Е реп л нс к и it политехиичсскнп институт 
им. К. Маркса П-чппи 1д 16 I 1973

Ս. Ւ. հԱճււՏՐՏԱՆ

ՏՐՎԱԱ ԺԱ1րԱՆԱ’ւԱ1ր1՚ՋՈՑՈ1’1ր ՇԱՐԺՄԱՆ ԿԱՑՈհՆՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍՈՆ

Ամփոփում

Հողվածում բերվում է տրված (վերչավոր ) քամանտկամիջոցում շարմմս 
կայունության որոշո>մր ք1վ և ձևակերպվում Հ երկրորդ կարգի էՈ գիֆերեէ 
ցիսդ հավասարումներով նկարագրվող սիստեմի շարժման կայունոէթ/ան 
անկայունության պայմանները, գրգռումների փոփոխման տրված տիրուի 
նկատմամբ: Նշված պայմանները ստացված են անմիջականորեն, աոանց սի. 
տեմր նորմալ տեսքի բհրելու: Այղ պատմաոով զգւպիորեն պարզեցվում է հա 
վարկման այգորիթմր, որովհետև կայոլնության և ան կոյյոէնության պայմա\ 
ներր ստացվոսէ են երկու անգամ փոքր կարգ ունեցող մատրիցաների միջոցո

ON STABILITY OF MOTION AT A SPECIFIED TIME INTERVAL

S. T. KJIACHATRIAN

S u m m а г у

I he article presents a definition of motion stability at a specllh 
(flmlte) time interval and a determination of conditions of stability at 
instability of undisturbed motion with respect to a prescribed domain »1 
limiting deviations of parameters of linear part in a non-statlonary system 
rn of differential equations of the second kind without 'educing them to 
a normal form. %

Such an algorithm significantly simplifies tlr»* procedure of calculate 
allowing to use matrices of tAhce as smaller order.
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