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Л. I БАГДОЕВ. А. II МАРТИРОСЯНРЕШЕНИЕ РЯДА НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ ПРИ НАЛИЧИИ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ИМПУЛЬСОВ
Рассматривается задача определения перемещений в упругой и маг

нитоупругой среде при наличии точечных импульсов в неограниченном 
пространстве. Для изотропной однородной упругой среды уравнения 
движения возьмем в виде

rd4-4-au'\+b^u, L»4x)4.v)«(-’)40 О) 
dt- ду \ дх ду dz / р

О*'"«-. 1 V Г - V *7 {^11, ÔlL ^11. \ , ' / ։ • , v > / X ՝ /—1 ֊(«■ *■) — (—!------ • —i) । *-ди,4--։о(л-)։(у)Цг)о(п
ôt~ оz \ dx oy dz / p
где

л . A _ 2_+4- 
dx- à y2 d z։

Вводим преобразование Лапласа для компонентов переме
щений /0,2. .։, а затем вводим преобразования Фурье в виде 

сю
«!.։.։= j | (2)

—« •» — fcc — »•
Подставляя (2) в (I), применяя обратное преобразование Фурье, имеем

[$= - а3г\ -г £=(ё; 4- -{)] /7։ 4- (а- - //-) 1։3хй2 4- (л3 - Л2) «tïi"a= s'~՜

<а: - Z»։) 7,3^7, Д- - b3 ( -֊ fj) | z7. 4- (я2 ֊ b-) 3171/7։ — (3)

(a2 W։ï։7/2 ; |st4>a2T;4-Z>2(«֊-4֊3֊)|?a= -֊֊

Из (3) можно цолучить

8^pD«x Л'о |s5 b^\ 4- a- (T| 3?)| ֊ У. (^֊ 7,3 Zo («= - irïl
_ (4)

8^/JW; -X0(a3-b3)axk-г ГДх’ -x- tf)] ֊ Z0(a3 à-)?lï։
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^ГЭил = ֊.\'0(<2--d֊)afi-1 Y^-b^a-\- Zo[№ + /r-\; -г й։(а? -г £*)] (4) 
где

/Э = [5’ г-а= («? + ??

Подставляя (4) в (2), вычисляя вычет в интегралах по относительно

полюсов 7<П==‘՛» | а’ |ь? • Г|2, = и) «г"?։. a*=V։
ь в, ■..  .
F= — и переходя к цилиндрическим координатам w

A' = rcosG; у ■= г sin#, a = *cos?, '? = ; sino, z = z 

получим

с ••
"»=-^r- ( рад + l-didb -г

ИкЦр^ 41

if -ад + ։,о('^—e^'^-^'J-dld, (5)
4.. р J J \ J 7<-'

о о и 1
s —

<■ 0

֊ 7— f fI -? z։ (»»+ f։»)j

0 0 
где ’> = ? — 0.

Формулы‘(5) имеют место для 2>0, для г<0 7՝Л?) в экспоненте 
поменяют знаки, а окончательное решение (12), (13), (14) не изменится.

В интегралах по 'i в (5), взятых в пределах , сделаем

замену - о на у, тогда в указанных интегралах, взятых уже в пре
делах р). cos о заменится на —cos-l>. Поскольку при нечетных 

:епенях cos > стоят множителем нечетные степени 5, можно полу

ченные интегралы в (5) по ф в пределах (0. —) объединить, причем
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cos о всюду брать со знаком плюс и интегралы по : следует брать в 
пределах (—оа, с ), а также под знаком интеграла ставить sgn:. 
Сделаем разрез плоскости ; по действительной оси от точек — с„1 до 
— о՜, причем Cj — а и с..= Ь для первых и вторых интегралов соот
ветственно в правых частях (5). Выберем положительно мнимые зна- 

Т0-*1 1чения функций Д:) —---- - ; = — на верхних берегах левых и

нижних берегах правых разрезов, причем при контур интегри
рования по ; проходит при ;<0 в верхней полуплоскости, при 
;>0—в нижней полуплоскости. Проведем дуги окружностей С1>?, 
D|,2 большого радиуса фиг. I, на которых Im Т\, (;) < О, где 
Л.-НО = t - «г cos*

Фиг.- I.

Проведем контуры Гц. на которых Im Л.2(«)=0, и которые прохо
дят через точки Смирнова-Соболева 5. 2, определяемые уравнениями

rl(-:։)«/-4=1rcos-y-zT1(^=0, Ъ = 1 4--VJ 

_ _____  (6)
= f :2rcos> — (is) = 0, Й = | у? — '<■

Из (6) получится для г>0

= Г г cos Ь — iz | tz -4- 

  
1 * rfГ”. ==. tr cos О — iz | t- - ( /)

r2 = z«-l-r3cos2^
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причем при д<0 перед радикалами берется обратный знак. Комп
лексно-сопряженные значения 51։ :2 также удовлетворяют (6), то есть 
находятся на Г։. 2 фиг. 1. Интеграл по ; от 0 до ' *°" равен нулю.

Г|,2 Г1
поскольку при обратном преобразовании Лапласа получится интеграл 
от дельта-функций аргумента / — :гсо$ ՛!* — 71 корни которого^, 
не лежат на вышеупомянутом участке. Заменяя интегралы по ; на 
интегралы по контурам Гц'а. получим из (5) для и}, например, при 

։■•> 1՝

ал ֊ - (| Л'в (cos'* b cos2 0 sin5 б sin2 •>) г- Ко cos 2? sin 9 cos 4֊
П г,

r/2
֊П՜ И| -;։(cos։6cos։i>+

11 ' 0 r.

4- sins0 sin” /Va — cos 20 sin &cos 6? — Zo- cos 77... (;) •

Xdltl'j (8)
7з (՝)

Здесь учтено, что интегралы от нечетных степеней sin 7, cos о в (5) 
равны нулю. При получении (8) интегралы по ; в пределах ( — оо, 0) 
заменялись на проходимые сверху вниз верхние части контуров Tj.i 
с учетом знака sgn;, а участок (0, оо) заменяется на взятые с обрат
ным знаком интегралы по нижним частям контуров Г։.г, проходимых 
уже снизу вверх. При берем вместо С։.2, /Л, 2 (фиг. 1) дуги 
окружное; и, дополняющие их соответственно до верхних и нижних 
полуокружностей. Учитывая множитель sgn;. можно показать, что 
пр։։ w<0 снова имеет место (8).

Обратное преобразование Лапласа по t дает, например, для коэф
фициента при /Уо. соответствующего интегралу по Г։. значение

Т.П

о г,

|- sin2 0 sin* ) 53о(/ — cos-1/ — z^։ (-)) ° ($)
и (՝)

и после вычисления интеграла от дельта-функции действительного 
аргумента для z>0 получим

d г (cos *.0 cos2 ՛> h sin- 6 s i n* ՛!<) Й
Re—-------------------------------- -—-d-'f

dt J '•COS TCO -z\ (Ю)
0



14 А. Г. Багдоев, Л, Н. Мартиросян

где объединены интегралы по верхней и нижней частям ГР даюшис 
сопряженные комплексные значения, причем ;։ дается (7). Учитывая, 
что действительная и мнимая части подынтегральных функций—четные 
и соответственно нечетные функции cos О, получим для (10) значение

-1$
• — у (I — ) i (cos’ 6 cos2 о sin’ 0 sin'- •!<) X
2тЛ df \ а/J

(I

X | it։r’zcos‘4 ֊z>(Ilk

где з(х) есть единичная функция, Д' i'z2 г*՜.
Заменяя tg :!> = /., вычисляя интегралы по л, получим для (I!) 

значение

A'rrv4 (t-------)__ ЛУ(Зх-‘-/?2) / £\ \ а)
1 Ь.. г։ “ V а ) । 4-рлV?

Подобным же образом вычисляются остальные интегралы в (8), а 
также интегралы для и3. Окончательные формулы для компонен
тов перемещений имеют вид

«. = г՜^ S (-1 >*" ՛ I(Зх’ - R-) л; - зХ г„ + Зл-zz„]=р - - X \

"з=Г^2<-”‘ ‘(ЗХгв + ЗГ^ - 2,(3։* 
4-р№Т \ с,/

где с։ = <г. = Ь.
Полученное решение задачи для точечных импчпьсоз совпадает с

1звестным решением [I]. однако приведенный здесь метод является до



Решение нестационарных пространственных задач для сплошной среды 15

вольно общим и может быть применен к более сложным граничным за
дачам для изотропных сред.

Рассмотрим теперь задачу определения перемещений магнито
упругой среды при наличии точечных импульсов.

Пусть начальное магнитное поле величины Вх параллельно оси 
.V, тогда задача имеет осевую симметрию относительно оси х, причем 
уравнения магнитоупругости |2| можно взять в виде

д3иг 9 д /диг . иг ди Л .ад (диг ди Л .------  — л------ /------- . — . ()-------г-------- --------- ) 
аГ- дг \дг г дх / дх \ дх дг /

о /диг и,\ , „ д'и, а֊ — ( —£-----1)4- ---- £
1 дг \ дг г / 1 дх-

дЬ։х .. д _ ------ а- —
ег'՝ их

(15)
\ д“ дих\

\дг г дх) г \ дх аг /

- ь- — 
ОГ

/диг дцх\ Хх ..
\ дх дг / 2-го

Решение для преобразования ио Лапласу но / от иг и их ищется в 
виде преобразования Фурьс-Ханкеля

(Кг) «г = р/?^/0(>7-)«^к (16)

-х О

где У0(л), У։ (л) — функции Бесселя (3).
Подставляя (16) в (15) и применяя формулы обращения преобра

зований Фурье-Ханкеля, можно получить

4пЧ/)/7х = -Д',[0* а\)Г- -1- 0’ -г а?) А’ - 5-’| (17)

Ъ^Ои, = Хх (а- - Ь") Ий?
где

Г) 0’ 05-т֊я?)А2-М2|02^ + (18)

Подставляя (17) в (16), используя интегральные представления 
функций Бесселя (3], вычисляя интегралы по р с помощью теории 
вычетов, вводя переменные 5— —А«, к = аю, к = Зю, получим

,7, = £4 2 (֊ 1 г1 [ [«[(<>= г<ф«’ + (ЙЧ«?) к-11 ££

(19)

А>7 • 2 (-1 )-* С Г (д’ - *’) 1’ со։ ’Г<О5Т)
Л'-* Р Р
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где

Д = /г — (а{ -г b-)q-. р — (д*а\ 4- п\Ь՝ 2а2Ь2) а- — а2 — Ь- а\

+ 5?, = -^±±-: а» = Д
2а* (а- 4- Ь։) 4т.р

При л- > 0 выберем знак перед корнем квадратным в формуле 
для 3։ ... Заменяя как и выше контуры интегрирования по а контурами 
Г1.з, проходящими через точки а! 2, даваемые уравнениями Смирнова- 
Соболева.

Л.2 = t “?1,2(»1.г)Х -’1.2''COS* =0 (20)

в направлениях Ini Л,2 = 0, после обратного преобразования Лапласа 
по С и вычисления интегралов от ^(7՝։.՛.՛), получим

А\ = J »Re £ Г»* 1(Д* + а?) »; + (** + о?) % (=■») - 1 ] d

2я«р 7 dt J 3*| Д(а*) |гсо$®Ч-3>(а«)х]
* (21)

2 2
— У (-1 )* Re — С______ ____ ■ **C0S*------------------- d>
2"s? 7 ot J I A(a*)|rcos? -f 3A(afr)xJ 

o

где а։ 2 определяются из (20). Заметим, что в отличие от случая 
упругой среды подынтегральные функции в (19) имеют точки ветвле
ния Д(а) = 0. Однако эти точки находятся на действительной оси, 
поэтому они не дадут дополнительных слагаемых в решении при за
мене указанных перед формулой (9) контуров по а (или ;). проходя
щих в верхней и нижней полуплоскостях а, соответственно па кон- 
туры Г|,.>, поскольку указанные точки ветвления находятся вне зам
кнутых контуров фиг. 1. Заметим, что, так как при изменении знака 
х значения а не изменятся по величине, а 3 поменяет знак, из (21) 
видно, что есть нечетная, иг— четная функция х. При в 
(19) изменяются знаки перед цг. и., ча. Зя изменяются на а/։, кро
ме того заменяется | Д на —•) А . причем (21) снова имеет место.

Рассмотрим задачу о движении магнитоупругой среды, занимаю
щей верхнее полупространство .«>0, граничащей с диэлектриком 
(воздухом), занимающим полупространство дг<0. Точечный импульс 
действует в точке (л-0, 0), х0>0. Тогда решение для падающей на 
границу л = 0 волны дается (21). где заменена х на л- Решение 
при л'^>0 ищем н виде

А
'и* = //'д'1 -г ия. иг = иг (22)

где и'гдает падающую волну. ил, иг удовлетворяют (15) при 
Л’г - 0. Для преобразования Лапласа по / запишем
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и л ч'х' £ I е" ՛''՛'■ ./0(/г)

* п
(23)

2 .. . .
//,= Пг0) -- Ю У (

' л
где ։=~.» ?/»(«) дается (19). В нижнем полупространстве для ком

понентов напряжений />г, Л, возмущенного магнитного ноля имеем

.(3) (Я1 ,(3) дП о-П 1 с/П . <7*11 ЛО,х = -----  . (){ = ■---- >------ [--------- ------- — — V
<дх Ог <)л՜2 г ог дг2

и можно для преобразовании Лапласа ио г записать

П = У0(/г)<//
и 

« х
Я? - У0(/г)ТйЛ, = ֊- I /е 1Уг (/г)П<й 

• сД <>
Граничные условия при х = О имеют вид |֊1|

СГХ ”Г Пгх = I 1ГЛ' » 3АХ ‘ Пхх = Пдх . Ьх — ^'՝Х>
где штрихи относятся к нижнему полупространству. П тензор Макс 
веллз.

Используя формулы [4]

Пг.г-֊£(Вх4֊М^ ПхЬг 
4г '

П 1 < « А 1« Лд

՝ ՝ 8֊՜ ~ " 8^՜

где (Ьл, Ьг) возмущенное магнитное поле, получим граничное усло
вие в виде (.V = 0)

/диг (ШЛ \ /Л _ В г
\ дх дг ) 4г<л 4гр '

/а» ֊ 2*’) \ = 0. Л.
дх \ дг г /

(24)

В силу соотношений = ֊/Л / — — — Ь Ь, = I}/— получится 
\ аг г ) ах

(* = 0)

1'о8ес։1п։ .АН Армянской С<Я’. Механика, № 3
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Подставляя (23) и И в (25), где их:, иУ" даются (19) с заменой л’ на 
х — х^ учитывая, что при л — 0, х -дв<0. пОлучнм уравнения для 
7’Л Я1'2’, П в виде

Л < „ ( , у. -1 е< ։, [(йе„ 2*2) (й2 *2) м _ *։ (й=__ й2) ,։ _ *։ |

4”' I ?»У Л

2 - (а$ -г Л’) (<хП
1 4.Л

(26)
֊—£( 1)<л’։,^՝"'ч-՝Ла[(«-^-|-Зл։Ь։ 2Л‘)агН֊а2(/Х-Ча';)3- «=|-1=4- 

4пр | Д

4- 3 |(а» - 2д-) п#’ 4- а։Зя $”> ] О

Л'., 

4֊Р
V (— 1)՛՛ 11 ^*Л|> ^։՜

, М
2
2 «,?”> = ГI
*—•

1

Значения /7/” выражаются через /#’ из (17) в виде

(«= — />=) Зя ыи?' 
(«։ 4֊«*) ^4-(^4-^)3; 1

(27)

Как видно из (26) и (27). значения и՛՞՛, при вещественных я, , 
в отличие от случая решения для бесконечного пространства (19). 
являются комплексными, что приводит в данной задаче к наличию 
отличных от нуля значений иг, их вне фронтов магнитоупругих волн. 
Из (26)- (27) получим

у 2
иГ = (-1Г / V Н1 )*</«,Л»), {ч = 1. 2) (28)

+Ч- ?
где

. , ч (Д*-а;0а- /Х-')^]^з-„^_г; - |Аз-л 4-«{(а”
О] ЬЬ3-П^

А> («- ֊ 2Л։) (а- 4- Ь2) 3; — Ь1 («= - а-}) 4- о-

Нь =- (ала2 • За=д2 — 2/?*) а= ֊ а2 (Ь2 4֊ а2) — а՝

Ьп = (а2 — а2) ։՝ 4- (^ 4֊ «{) 3֊ — 1

дах. = 2(-1)" 1 И« + «?(«=- *;)'■’?„! «.-»Рз-», 
I •

Подставляя (281 к (23) и переходя к оригиналам их так же, как было 
сделано выше, можно получить значение их в виде
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«х. Zl-У (_])я±реН’--------------_*пЬ„м---------
*«’? „Т1 U ?п(’л) I А(я„) |8;(ая)(х A-e)+r cosо

9Ч-Y(֊l)*Г------------- <У" -------------- dz\
Zi J (։«>•) -v - К ♦) -<0 -- г cos « I

где j„, а,,.* определяются из уравнений

t — $»(*- Л'о)֊ ։flrcos? = 0 (п, k - 1. 2)

f ~ ?„ («л» *) -V & (Лл. к ) Л*о — »л. > Г COS Z - 0

Тоже решение может быть получено при наличии решения (21) мето
дом [о].

Янслиут механики АН Армянской ССР 
Педагогический институт им. X. Абовяна Поступила 6 Vil 1973

Ա. Դ. ԱԱԴԴՈԷՎ. Ա. Ն. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ

ՄԻ ՇԱՐՔ ՈՉ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՈՒՄԸ ՀՈԾ 
ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՀԱՄԱՐ ԿԵՆՏՐՈՆԱՑՎԱԾ ԻՄՊՈՒԼՍՆԵՐԻ ԱՌԿԱ?» ՈՒ ԱՅ ԱՄԻ

Ա մ փ n փ n ։ մ

Դիտարկվում Լ տեղափոխման վեկտորի որոշման մի բանի խնդիրներ 
սւոաձդական և մ ադնիսաաււաձդտկան մ իջավայրում կետային իմւդուլււների առ
կայության դեպրոէմ։ Լուծումր գտնվում Լ ինտեգրալ ձևափոխով}յոսնների մե
թոդով և այնուհետև բերվում Լ Ամիրնովի ե Սորոլևի լուծման տեսբխ Լուծումր 
գտնվել Լ անվերջ ե կիսատն վերջ միջավայրերի համար:

SOLUTION OF SOME NON-STATIONARY SPATIAL PROBLEMS 
FOP A CONTINUOUS MEDIUM WITH CONCENTRATED IMPULSES

A. G. BAGDOEV. A. X. MARTIROSIAN

Summary

A number of problems to determine the displacement vector for 
clastic and magnctoelastic media with point Impulses is considered. The 
solution is found by a common method consisting of determination of 
displacements by the. Integral transforms of Laplace and Fourier in the 
form of quadratures, which then are reduced.to the effective form expres
sed through the analytical functions, introduced by Smirnov mid Sobolev. 
The familiar solution of the problem for an infinite elastic medium, ‘he 
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solution for an infinite magnetoelastic medium and the solution for a 
semi-infinite magnetoelastic medium bordering with dielectric are also 
found. In the latter problem the propagation of disturbances ahead of 
wave fronts in the magnetoelastic medium is shown.
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