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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИИ МАГИИТОТЕРМОУПРУТОСТИ

В работе рассматривается общий и вместе с тем простой подход к 
получению решений уравнений движения однородной среды при нали
чии сосредоточенных импульсов. Решения находятся методом интеграль
ных преобразований Фурье и Лапласа, а затем приводятся к форме за
писи через аналитические функции, введенной В. И. Смирновым и С. Л. 
Соболевым [I]. Указанным методом в плоской задаче определены фун
даментальные решения для уравнений однородного изотропного упруго
го тела, магнитоупругости, однородного анизотропного упругого тела, 
гермоупругоств.

I. Рассматривается задача определения вектора смещения (и, и) в 
плоской задаче для однородного изотропного упругого тела, удовлетво
ряющего нулевым начальным условиям и уравнениям

где объемные силы берутся в виде X = ЛУ* (х)Ъ(у) Ъ (^), 
У = Ко'>(л-)о(у)б(/), 6(л) есть дельта-функция.

Вводя преобразование но Лапласу и, V от и, V по / и запи
сывая

'ее «
а = У с1т. г/В, у = гие1^,с ^уУ с1л(1^ (1.2)

— А* — *

из (1.1) после применения обратного к (1.2) преобразования Фурье 
можно получить уравнения, решение которых имеет вид

би (.9= - ------а з (а- - Я
4-2р 4г.‘-’у

(ЕЗ)
£>? = ֊֊’-(։’-О»? ь2?) А»_;в՜(<г-*=)

4-2р
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где

1) = |<о2 - (? 1֊ Р) а-\ р - (? 4֊ ?•) Ь՝ , а2 = ■—

, ,, ’ I/?-=֊-, $ = Ко

Полагая для определенности //>0, можно видеть, что волны, опре
деляемые уравнением /֊ ецх ₽(ао)//=О лишь при р>0 будут приходя
щими в точку (л՜. </) из точки 0, поэтому согласно принципу излучения

уравнения I) О в виде = и>нужно выбрать корни

для <•> можно добиться.

Введением малой мнимой части 

чтобы указанные корни находились пне дей
ствительной оси плоскост 8, и тогда ио теореме о вычетах

4я2р« 2-г\о§£гпю ''------—— .<
J • 2л?1 

------------------------------ =--------------------- ат. 
- (а2 4- Ь-

2~1\ч §£П "«

] /¥0(х24֊«гЙ4֊^2) Г0^г(а3-д֊)
-------- =------------------- ------- =----- =--------------------- ат (1.4) 2/,2рг

Аналогичное выражение получается тля с. Для точек //<0 знаки рь (к 
меняются, однако решение получится снова в прежнем виде. При приме
нении обратного преобразования по / существенными оказываются 
окрестности точек а=а* (Л?= 1.2), для которых

7'(а) = I тх — \ (а) у. Г(?<) - О (1.5)

причем комплексно сопряженные значения 7. = а* также удовлетворяют
(1.5). Далее контур интегрирования — со заменяется на кон
туры Г. Г։ (причем в § 2 полюсы нодинтегрэльных функций не дадут
дополнительных слагаемых в решении).

Пусть м»>0. Заменим контур интегрирования —со<а<^оо на
контуры Г. Г։, проходящие через указанные точки ?./. в направлении 
|т7'(а) = 0. Для этого нужно найти области постоянного знака 
1։п 7’(а). Обозначая Т (т) В, где величина В вещественна, обозначая 
а = с4-/тп м.цжно убедиться, что в плоскости т, липин 7՜(а) = И со
стоят из двух ветвей гиперболы

у"/«; (Л*2 4- у:)
62
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где ап = а или ап => Ь соответственно, а также из отрезков действи

тельной оси |Л|< — • 
а„

Пусть .г>0. у>0. Тогда, предполагая, что на положительной 

мнимой полуоси 0-=1/ -.т — а2 положительны, можно показать, “ I
что 1шГ(«)<0 в областях (фиг. 1). где проходят дуги окружностей

С. и С\. Интегрирование по я от — до ---------------- заменяется ин
ая | л= -г у*

тегрированнем по верхней половине контура Г. а интегрирование по 

а от —~-------до — интегрированием по нижней половине Г.
ая | л*1 — №

Это возможно сделать, так как на С, и С2 е ■{стремится к нулю 
в силу условия 1тТ(а)<0 при неограниченном увеличении радиуса 
окружностей С1,2. Тогда при можно заменить интегрирование по 
действительной оси ?. интегрированием по Г (фиг. I). Аналогичные 
рассуждения применимы к контуру Гг При вместо С\, 1 берутся 
их дополнения до верхней и соответственно нижней полуокружно
стей. на которых 1т 7'(в)>(). Тогда интегрирование по действитель
ной оси 2 заменится интегрированием ио Г в обратном предыдущему 
направлении. Весь интеграл в (1.4) поменяет знак на обратный, а ре
шение будет таким же, как при ••»^>0. При л<0 точки я։. а2 лежат 
на левых ветвях гиперболы (фиг. 1). контуры С։, С2 заменяются на 
симметричные им относительно оси ; контуры, и решение не изме
няется.
Итак, при любом ы

Г 1 А'о(-1 а֊Ц ֊ ьч֊) ֊КЙ. (аа - Й
4֊-> = 2г/ еМ«х 5.У)----- !---------^2------------ П— _*------|-

I -2мз

.) -2М= 1-(ай4-^)а-
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Переходя к оригиналам в (1.4), получим

, Г г (г ы з,у) Л՜» (֊ 1 + - ГА (д' ֊ <0
4-> 1 м՛2 1 -(’= 1 /М

/ 1՝ г(<-«л -М ^<1 ( 1 + аг'Я + р!-) - У„*?. (а1 - 1>֊)
4я*р 1 ?։*։ ' “

где

При вычислении интегралов по Г, Г։ существенны лишь точки з, 
в которых аргументы о-функции обращаются в пуль. Таких значений 
для 1՜ и Г։ будет по два: значение •>. а։ и сопряженное ему для 
контура Г и соответственные значения а = я։ и я = для контура Г։т 
определяемые из уравнений (1.5) или

г2а1 = а- + /у уГ-гЧа2, = /д- /у | Г‘-г2;Ь\ г2 = л֊2 - у2 (1.7)

Контур Г проходит через точки аь а։ в прямом и обратном направ
лениях соответственно фиг. 1. Вычисляя интегралы (1.6) от о-функпии 
вещественного аргумента, можно убедиться, что решение запишется 
в виде

. о 7( *• А։17- — ) 07։։,։) Ц Ао;^։ 1 072?з)
2ъ>и = Ре------ 5—!--------------- К Ре------- 5֊т------- - ------3։х —а։у х2у

Здесь объединены попарно интегралы по окрестностям а։, и 
а2, 72 соответственно, причем выражение для и получено аналогичным 
путем. Из (1.7), (1.8) получится

1 'М + }Р1?։ , 1 Л’0^-У>г>..
и — к с-----  . - 1 -----Ре-----=^=—

2«> |/Л^г2/л2 2^ | Г-г-’Ь"
(1.9)

1 .. ой| - 1 о ) о’?
Ке -г т— Рс-—гтт՜

Решение (1.8) совпадаете фундаментальным рслтением уравнений 
теории упругости, данным в |1].

При проведении выкладок с интегралами по х должны были быть
1 проведены разрезы в плоскости а от у — до ± для первых ише- 
а *

тралов и от +— до ± го для вторых интегралов (1.4). 
Ь
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t—■   . Ж- ь. х. —д.  , ■ — ■■ _ ■ — .  ՛ ■ ■ ■ ■ ' ----'—■ ■■= ----- 7— 

В окончательном же решении (1.8) следует разрезать плоскости 
1^,1 1 1®։» х. по отрезкам------ <՜ 3։<Ç — •------- < з. < — соответственно, при-
fl a b ' b

чем верхние берега отрезкой соответствуют верхним (у >0) частям 
фронтон волн, нижние берега — нижним полуокружностям воли.

Приведенный здесь метол гораздо проще метода II). Отделяя ден- 
ствнтелы1\։о часть в (1.9). можно получить решение в виде [2].

2. Получим фундаментальные решения для задачи магнигоупру- 
гостн.

Уравнения имеют вид

д*11 !՝ ։ / • а։» / Ои \ .
—J = b ç’« 4- (а* — Ь։)-----(-----  4 — ) 4*dt* * ՝ ох \ ох оу /

+ï'i -----"i/L V:T, + Л» « (л) г (у) ■. (Г)
4-р 4«> Р

(2.1 у

— = b\֊v 4-(fl։ — ь-)---- (— 4- — ֊
Ш* оу \ ох Оу /

— Щ֊~ — т^~ г-՛ + ~ ь (х) г (у) г (о
4 4 -j» t»

где ç3 —------ 1------ . </7r. НА есть однородное начальное магнитное
дх* оу2

поле. Начальные условия нулевые.
Решение для преобразования Лапласа no t от компонентов смеше

ний (и, г՛) ищется в виде преобразования Фурье (1.2).
Без ограничения общности можно считать Я. =0, и тогда после 

разрешения (2.1) относительно и, v получится

Du = .¥„ |s» H- a~ÿ + b-? - a? (? У) - У, (à-՜ />=) ï?

= y,(։’ + «’։> . *=ÿ) - ,V„ (a* - b=) ; ?. <!' = (2.2)

где
Tj = (x։ 4- «:3a) 4 -t- flî?) - p Л (3) o>= 4- (a2 4֊ o\) b- (2.3)

Здесь .v = — A՛», причем можно, как и прежде, обозначить з= —» 
L j ?
? = — н значение А (з) примет вил

Д (з) = (а2 4- Ь:) и- з: -• 2а:Ь:л: — с: — bz — а՝ (2.4)

Уравнение поверхности (кривой) нормалей ? = 3։ ..(з) к м։ннигоупру- 
гим волнам получите^из дисперсионного соотношения D =0. причем 
из (2.3) можно получить

H.ikci'ihm ÀII Армянской ССР. Механик.». Nb 2
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2(^-Ьар^,.= -Д(а)֊

+ КЛ*(а)-4(а։+<1рд5(- 1 ТаФГС '1“Р  ̂Та^Т (2.5) 

где верхний знак соответствует быстрым, а нижний — медленным 
волнам. Как и в § 1. можно вычислить вычет в интегралах по 3 отно
сительно полюсов р։ 2 соответственно и тогда получится, например, 
для и значение

2 • -։- v- z sen w ( д.>(ал- 8 у)
и = — г л

я=1 л— ЭС

Л'о(-1 + *2Wn

где О = —г находится из (2.3) после перехода к переменным я. ₽•

Далее, как и в § 1, интегрирование по а в (2.6) заменяется 
интегрированием по контурам Г. Г! (в первом и во втором интеграле), 
проходящим в направлениях 1гпГл(«) = 0 через точки а = а։, н 
а = а5, а2 соответственно, которые определяются из уравнений

Г(ал) = Г-аяЛ-Ря(аЛ)у. Г(ал) ֊ 0, п = 1, 2 (2.7)

причем 3, 2 (а) находятся из (2.5). Соображения по замене интегриро
вания по действительной оси а интегрированием по контурам Г, Г] 
остаются прежними, только кривые Г, Г։ уже нс будут гиперболами
и кроме того надо выяснить. не имеется ли вклада в решение от
возможных полюсов или точек ветвления подинтегральных 
Можно показать, что в (2.6) полюсы отсутствуют, а точками

фу и кций.
ветвления

будут корни а՛՜1՜՛ = ±— - а(2> = ±------ 1 внешнего радикала для
а | £а4-а?

3։ „(а). а также корни ч — внутреннего радикала в (2.5), определяе 
мые п виде

2 az -Ь Ьг 4- а- ± I (a2 -i //- Н- а})3 (а3 — bz ф- a֊)z 
1{=г d^{d- — b2)

Отсюда видно, что все точки ветвления находятся на действительной
осп а, причем можно провести разрез плоскости а по ос действитель
ной оси от ±а0 до ч֊«., где а0 —tnlnja,, а1՜՛՛ и выбрать соответ
ствующие ветви функций 3։ Д։). При этом, как и в § как видно
из (25). на бесконечности получится 1п> ('.) >0 на верхнем берегу
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левого разреза и нижнем берегу правого разреза, поскольку 3։ 2(а) ^ 
. при больших |«|. Контур интегрирования по а, как и в§ 1, 

выбирается так, что он обходит особые точки на отрицательной дей
ствительной полуоси в верхней полуплоскости, а на положительной 
полуфси — в нижней полуплоскости. Как и н § 1, можно показать, что 
согласно (2.5) 4/«/<։. .՛ для больших а, причем при »>>0, у>0
верхний знак выбирается на верхнем берегу левого разреза и нижнем 
берегу правого разреза, причем на контурах С։ и С2 (фиг. 1) полу
чится 1п1 Т (а, 2) <Л). Контур интегрирования по а, как и в § 1. выби
рается так, что он обходит особые точки на отрицательной действи
тельной полуоси в верхней полуплоскости, а на положительной полу
оси - в нижней полуплоскости. При и)<0 или у<0, как и в § I, 
можно показать, что получится снова решение (2.8). Согласно условию 
!ш Г(а։ .,)<0 на контурах С։, С2, можно заменить интегралы в (2.6) 
ио действительной осн а интегралами по контурам I՜, Г։. Тогда после 
обратного преобразования по Лапласу получится

« = -֊- — ** - &у) х
4-ь Д

Хо(֊1 4- 0^4֊ ; а^)֊Г0(^֊д=)гЗ։ ,
х ^КТ) (1г ъ

Л’о(֊1 4-й?^4-/А54-а;а2-а?^)- )’0(а2 Ь֊) а,32
------------------------------- щГМ-------------------------------- (2-8>

После вычисления интегралов по Г, Г), на которых аргументы дель- 
за-функцин вещественны, получится окончательное решение в виде

„ I = А'. I 1 + ь^„ а- («։ - 8;) г. («: ֊ - ь՝-)
2-!- £ С («„. ?„)

I * Г,(֊1 + А'„(а;~ _ ре _— \ ----------------------------
О(7Я. ?л)

причем ?|>2(а։,а) дается (2.5) и а։,2 находятся нз соотношений (2.7). 
Слагаемые в и, и. соответствующие а։ и «2, равны нулю вне соответ
ствующих фронтов волн. Следует отметить, что некоторым частям физи
ческой плоскости может соответствовать по паре значений ц2 и ни одно
го значения а։ [3]. или наоборот, поэтому в решении (2.9) подразумевает
ся сумма слагаемых по всем тем корням уравнений (2.7). которые су
ществуют в рассматриваемой области. Указанным методом также полу
чается решение задачи Ламба в магнитол пру гости. Таким образом, по
лучено точное решение (2.9) уравнении (2.1).
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3 Определяются решения уравнений термоупругости при наличии 
.точечных импульсов. .Чиненные уравнения термоупругости можно при- 
•вести к виду |4]

где 0=7՞—Го, Т— температура, 7, х, >}, "0 —постоянные.
Решение для преобразования Лапласа по г от и. V ищется в 

виде (1.2).
Из (3.1) после обратного преобразования по а, 3 получится

£>а ֊^֊ (з- 4- - а*ё - — ^֊֊) -
4'2р \ р р /

4л2р ( ’ р р |
(ЗЖ

($֊ - а֊7- 4֊ ֊ ~~)
4~*р \ ? р /

-А-(ар (а’ -Ь-) ;л!
4к֊р I Р Р I

где 

з։ 4՜ ?" ՝*»р = -----Ь — • 5 = ао
1 4֊ V *

/9- {^(а* '• 4 1Г($(^-1.33)11 (3։3)

Простые формулы получаются лишь для однородной по <» задачи, 
то есть для больших или малых значений ։*»-0. При V* получится

/9 ֊ (? 4֊ а֊ г т( (з>4)
■ ^м>г_(^+р2)

а г <
В переменных г — • и = — дисперсионно^ уравнение /9 = 0 

решения Р, 2։3,
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т

2й։(?’ + 0?,2) = «'•' ֊ ! ֊ + | ('А «,՛.• _|. | _и 2оЦV _ 4д<.10
I' I \ X ? / *

(3.5)
*’ + .35 = А

3 Ь-

Вычисляя, как ив § 1. вычет в интегралах (1.2) относительна 
полюсов 3, за, переходя к контуру Г (фиг. 1), после обратного пре
образования Лапласа по ( можно получит։., как в выше, значения 
перемещений

Ке_С V .-УА„)-Г0^(^ И* - А„) _
2՜!* Г. ^Д«\|_1 + (?* + Е)Л‘|

\ Г7։7 '

I Х9( ВД։(й2 ^֊А3). [{е-------------------------- ------------- ---------------------- ---------------------

с
_ / * Го(-14֊^я ^4-<Ч֊Х^я^-^ + Ля)
Ке -— V ---------------------- -- —------- -----------------------------------

2^.-1 (?лх-я„у)(а‘ -Ь л,. ;֊1֊(*:+?֊)*’) 
X IV- /

I г0( 1 -адм«1- ^-ь-ч)
2*р (?^-^у)(֊^+ла1-л3)

х I х । *
где \д = •[— (я՜^ г 3;); • Решение (3.6) можно было бы сиро-

р I х

стнть и далее, используя (3.5).
Для вк0<^1 из (3.4) получится

= »’ га։(«г-; ?')Ч — (- + 32) (3.7)
֊ог-Н»г-|- Р)Ь- ?

В (3.2) можно произвести упрощение, причем

(3.8)

Тогда из (3.2), (3.3) следует, что решение для термоупругой среды в 
диапазоне низких частот приводится к решению для упругой среды § 1,

п X.в котором следует заменить аг па

Таким образом, найдены фундаментальные решения для однород
ной термоупругой среды в форме В. II. Смирнова—С. .'I. Соболева для 

։ и «>т0<^ 1, то есть вблизи быстрой и медленной тепловых колн 
в вблизи быстрой и медленной термоупругих волн.



О.) А Г Бзгдие»

4. Рассмотрим задач) определения решения уравнений анизотр՛ 
нон упругой среды в плоской задаче 

dtl
(fu 

— а —
дх*

.(fu 
d^՜1-c— ■- —«(x)*(y)8(0 

dxay p

<fv 
at'

(fll— c-------
0X0X'

dtl 
dx:

+ a°^֊ 
(// p

(4.1)

где и. V удовлетворяют нулевым начальным условиям. Решение и а ходит
ся тем же путем, что и в предыдущих параграфах работы.

Дисперсионное уравнение для (4.1) имеет решение

֊ >4՜ (12)

где

L=a' d' с*. 4 = 112-1^1------Г-/—-а։У-!-- «Л
I 2da f ka J\d /

Здесь на коэффициенты а, с1. с накладывается условие г<^а (I, в 
силу которого точки разветвления за. ял. а1։ з4 для 5(»), определяе
мые из уравнения Л 0, — комплексные попарно сопряженные вели
чины. Соединяя ։а. з. н а4. з4 попарно разрезами, можно выбрать 
ветви функций (4.2) на берегах разрезов определенным образом, 
причем при переходе с одного берега разреза на гругой 3։ меняется 
на и наоборот. Учитывая это обстоятельство, можно показать, что 
интегралы, дающие значения и. V, взятые по обоим берегам разре
зов, сокращаются и. как и прежде, можно заменять интегрирование 
по а от —до со интегрированием по контурам Г. Г։ (фиг. 1).

Окончательное решение примет вид

„ = Re ,■ v ( 1 )*-'
2«р 7 J Д(ад)(х •

(4.3)

2-р 71 \ | ?։y)2d?

где ВА - ?(\). причем at определяются соотношениями (2.7), (4.2). 
Другим, менее прямым путем, фундаментальные решения для анизо
тропной упругой плоскости получены в [З]. npiPii м сравнение с (4.3) 
показало лишь на совпадение членов с наибольшими степенями пе
ременных4'^, Зг Указанные методы можно, очевидно, применить к 
пространственной задаче, а также к Ск .Ле ебшпм задачам о прило
женных импульсах.
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Ա. Դ. 1»ԱԴԴՈ1>Վ

ՋԵՐՄԱՄԱԴՆԻՍԱԱՌԱՋԴԱհԱՆՈՒԹՅԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ 
ՖՈՒՆԴԱՄԵՆՏԱԼ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ

Ա մ փ ս ։|ւ ում

Աշիւատանբու մ դիտարկվում է կենտրոնացված ադդեցութ յռւնների առկա
յության դեպքում ջերմամադնիսաս։ոաձդական համասեռ միջավայրի հավա
սարումների լուծման Լֆեկտիվ կառուցման բավական րնդհանուբ եղանակ։

Լուծումը որոշվում կ Ֆարշեի մեթոդով և այնուհետև բերվում Լ Սմիրնով- 
Սորոլեի անալիտիկ 'ֆունկցիաներով արտահայտված տեսքի։

DETERMINATION OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS 
FOR EQUATIONS OF MAGNETOTHERMOELASTICITY

A. G. BAGDOEV

Summer у

A rather general method to determine solutions for equations of a 
homogeneous medium motion in the presence of point impulses is consi
dered. The solutions are found by the method of Integral transforms and 
then reduced to the Smirnov-Sobolev solution.
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