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К УРАВНЕНИЯМ МАГИИТОУПРУГОСТИ ТОКОНЕСУЩИХ
П.Т АСТИН

На основе гипотез магнитоупругостн, предложенных в работах [1. 2|. 
выводятся уравнения магпитоуиругих колебаний тонких токонесущих 
пластин, помещенных в магнитное поле. Полученные уравнения рас­
сматриваются для частного случая — задачи колебаний бесконечной 
пластинки, несущей равномерно распределенный электрический ток.

I. Пластинка постоянной толщины 2/1 служит проводником стацио­
нарного электрического тока в направлении, параллельном срединной 
плоскости. Кроме магнитного поля, обусловленного заданным электри­
ческим током в пластинке, предполагается также наличие внешнего маг­
нитного поля, которое до тех пор. пока пластинка находится в покое, не 
создает электрического тока.

Магнитная и диэлектрическая проницаемости среды, окружающей 
пластинку, равны единице. Упругие и электромагнитные свойства мате­
риала пластинки характеризуются модулем упругости Е, коэффициен­
том Пуассона V. плотностью р, электропроводностью о. магнитной про­
ницаемостью ц, диэлектрической проницаемостью е.

Прямоугольная система координат (х. у, г) выбрана так, что коорди­
натная плоскость (х. у) совпадает со срединной плоскостью пластинки.

Вектор напряженности электрического поля Ео 1£'>г. . 0|
обусловленный током в пластинке, должен удовлетворять уравнениям

го1Ев = 0. ШуЕо = О (1.1)

Отсюда следует, что Ео внутри пластинки не зависит от координаты г, а 
вне пластинки равняется нулю.

Предполагается, что задача магнитостатики для невозбужденного 
состояния пластинки решена. Задача магнитостатики требует решения 
уравнении

го1Н0—Ео. ШуВо = 0 (1.2)
с

при условиях на поверхностях, ограничивающих пластинку

|В.71-В((.°|-л =и. |Н{°֊ И//1! п = 0 (1.3)

Здесь и в дальнейшем индекс (։> показывает принадлежность к внутрен­
ней области, ограниченной поверхностями пластинки, индекс (е) к 
внешней области. п нормаль к соответствующей поверхности пластин-
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ки, Во !Лох. Лоу, So.-1 — нектор магнитной индукции, И/.1’’ - в'/’, 
инГ = в1°.

Уравнения электродинамики для движущейся среды принимаются в 
виде (Зд

во внутренней области (|zj^A)

rot Н<0 = Еш4-~ 4^- :< В<1) 4- —
с с д( с dt

(1.4)
rot Е<0 = - -L45L. div В(о = 0, div D(i) = 4то 

с at

во внешней области

ГО1 нм = —. rot Е*'՜’= — — • div В*” = О, djvDw> = 0с dt с dt
(1.5)

где Е и D—соответственно векторы напряженности и индукции элек­
трического поля, и /г.։, и . //.- — вектор перемещения частиц пластин­
ки, с скорость света в вакууме, ?։. плотность электрических заря­
дов з пластинке.

Связи между векторами В и Н, Е н D в системе координат, связан­
ной с движущейся поверхностью раздела двух сред, принимаются в виде

В;°=рНУ'\ В(.г)-Н1с), Dj° = ։£?’’. ֊ Е1/’ (1.6)

Векторы, характеризующие рассматриваемое электромагнитное 
поле в подвижной системе координат, отмеченные индексом (*), выра­
жаются через соответствующие векторы неподвижной системы коорди­
нат (а՜, у. с) по формулам [1]

В. = B--v„XE. H։ = H֊֊v,XD 
С . с

(1.7)
Е, = Е - —v„xB, D* = D +-v„ X И 

с с

где — вскгор скорости перемещения поверхности раздела в направ­
лении нормали, л вектор нормали к поверхности раздела в неподвиж­
ной системе координат.

Рассматриваемая здесь задача колебаний токонесущей пластинки 
будет полностью поставлена, если к уравнениям (1.3) и (1.4) присоеди­
нить уравнения движения пластинки с учетом сил и моментов электро­
магнитного происхождения и соответствующих граничных условий на 
поверхности раздела двух сред (пластинки в вакуума). Силы и момен­
ты электромагнитного. происхождения определяются из формул
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777 ")'в + ’-Е|‘"
—/։

1 й>|1
с д!

/В ХВ-Н',Е гдг

(1.8>

В настоящей работе рассматриваются задачи магнитоупругих коле­
баний при малых возмущениях. Принимая для компонент возмущенного 
эл ектрома гн пт 11 о го п ол я 

Н = Н04 11, Е Е0Ъё (1.9)

и учитывая, что компоненты векторов И и е индуцированного электро­
магнитного поля и компоненты вектора и малы, уравнения (1.4) и (1.5) 
линеаризуются. Используя при этом связи (1.6) я линеаризованные 
соотношения (1.7), получим уравнения электродинамики в следующем 
виде:

для внутренней области (здесь в в дальнейшем индекс (I) опус­
кается)

Г?ЛУ 4-д 
ду дг с с \ д( д! / +

1 дех ер- <|10>д1-с и! &

дЬг _ дЬг 4-д 
дг дх с с \ д1 д/ / 4-

+ ±^.+Д!֊~| (1.11)
с (И г։ ’ дР

д/1у д/1х 4-5 1 /,. ди г диР\ £ де? ..
дх ду С с \ дг <9/ с д1 \ *•

дег иву I1 д/1л 511 _ 1. р. дги: (1 131
ду дг с д1 с- ■ дГ1

дех де: Р (/Лу - ։и՜1 д2иг /1 141
дг дх с д։ С' д!2 \1•1 */

де у дех = р д/1г (1.15)
/х ду с д(

дкх Му д/1; гр - 1 / д2иг \. о (। 1 ду
дх ду дг рс V у дхд/ дуд( ) 0
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der -àe.y . der , ։•• — 1 d'-u. d֊u2 \ 4r
— -,   + 4- —-------- /7o v -—- ֊ //ov —— = —
dx dy dz p-c \ dydt. dxdt / ;

(147)

для внешней области

гоН11) = « го<ео >= —• (НуЬ^ = 0, (ПсеО
(1.18)

Члены -с коэффициентами е и ер—1 в уравнениях (1-Ю) -(1.12) 
обусловлены токами смещения. Для проводников, обладающих хорошей 
.проводимостью, токами смешения можно пренебречь ио сравнению с го­
нами проводимости, что в дальнейшем и делается.

2 Гипотезы магн-ито) пру гости, предложенные в работах [I, 2], ана­
литически записываются следующим образом:

dwUy — z — •

ех ?(х. у, /). *у = }{х, у, /),

Hz = и> (л\ у. t)

(2.1)
А_. = /(А-. у, О

Интегрируя уравнения (1.10) я (1.11) ноги используя соотношения 
(2.1), компоненты индуцированного магнитного поля Лх и Ау определим 
посредством их граничных значений при г-±11 и функций ?, ՛?, [, &

4-а , \ , 4 га / d-и» d'-'w \ 
с ՛) с- \ х dt а dxdt./

(2.2)

‘Здесь А,. АЛ и Av, Av — значения компонент А,.֊ и Ау при z— h 
соответственно, 

£ Л г h
а= \^BQtzdz—— \^Ii()zzdz, at= ^Baidz—\ Botdz (i = x,y,z)

-h -h -к -Л
В выражениях (2.2), как было оговорено выше, токи смешения не 

учтены. Однако, из уравнении (1.10) и (1.11) легко заметить, что при 
определении А։. и Av учет токов смешения не представляет трудности.

Аналогичным образом из уравнения (1.12) определяется компонен­
та электрического поля е:. При этом пренебрежение токами смещения 
■сущестценно .облегчает нахождение ег

(2-3)
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При необходимости учета токов смещения приведенным в настоя­
щей работе способ получения уравнении магпитоупругости можно при­
менить в следующих случаях:

а) при решении задач с периодическими колебаниями. Искомые ве­
личины в этих задачах представляются в виде q (х, у. z) exp (fort) и ком­
понента е- определяется из уравнения ( 1.12);

б) при решении задач магпитоупругости, для которых выполняются 
условия отсутствия электрических зарядов [4]. Тогда компоненту ег 
следует определять из уравнения (1.17) при 0 после соответствую* 
того интегрирования по г.

Используя соотношения (2.1) и интегрируя уравнения (1.15), (1.10) 
и (1 II) по z в пределах от h до Л, получим следующие уравнения, 
определяющие неизвестные функции ср, ф. f:

dp P Of
dx <^.V c dt

ôf 4no 4-o / dzw dw \ A, A.------- Z 4- 
C ■ 2lK։ V- dydt ’ dt / 2A (2.4)

àf 4-3 . 4zc / ozw ow \ Ar - A7
dx + c ■? + 2he2 \C Oxdt dt ./ 2Л

где
h h

b, := \BQidz, Ci zBoj dz (I = X, y, z).
-fl -h

Соответствующее интегрирование остальных уравнений из (1.10)— 
— (I 16) после некоторых преобразований приводит к дополнительным 
условиям, налагаемым на граничные значения искомых величин при 
г=±/:

д_ I ( h* 4՜ \ =
Оу I ах \ 2 ' " оу \ 2 /

_ I՜* д / А.,‘ AJ \ _ I d / ôg* dziv dgz \ 
с ‘l dt \ 2 / 2k оу \ Оу Oxdt ох dyot /

•litap / d^w à3w \ sp— ! „ d՝w
2hc* \ dl2 ' dxdP/ c °' àt-

(2-5)
о o / k. -b a; \ о / a; -i- аг \

dx dx \ 2 / dy 2 / ~

„ d / Av -k: \ 1 d d2w O։w \
c- dt \ w 2 / '2h Ox \ dy dxdt dx dyôt /

4кзр / d՝w d*u) \ sp— 1 d-w
2hc‘ \ 5 dt2 "■՛ uydt2) c <U dt-
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О / да՝ д֊О) \ I ер— I д*Я с № \ .л -ч 
ду \ д( ауо! /I 14՝ \ дхд( ду(Я /

«где
Л 

г*ВыИг (/ = х, у, £) 
-л

К уравнениям (2.4) необходимо присоединить линейное уравнение 
движения пластинки с учетом сил и моментов электромагнитного про­
исхождения (I]

од’» + Д/% + ± /%+ 2?А_ R.. + (2.6,
дх / ду \ ду / дВ дх ду

Здесь 7’ох и Т9у — усилия в направлениях л* и у. определяемые из ре­
шения соответствующей задачи упругости при наличии статических 
объемных .сил электромагнитного происхождения з направлениях .V и у

с
С ВОу ------- -Ьг Еах

с

Сила R; и моменты /пг, т}. определяются согласно формулам (1.8) 
•следующим образом (формулы (1.8) предварительно линеаризуются 
и преобразуются с учетом (2.1) —(2.3)

Кг — - (^Ох 4՜ у) — Ьх 'Р) 4՜ 
с I

<>гг՛(/?ХГ | бу у) — ֊1֊ С.Г.- 
д(

д’-ш 
дхо։

д’^ь՝ 
дуд{

1 / <>~И> \ ֊11—1/ б'ТС’ <7՝ СС’
С2!1с \,ду ох^ ах дуа! / 2/?~ \ ‘ ՛' дуа։ (՝' ах а։
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/ . <?ут<^Р , _1_1
г \ дх ду / с (И с I

д՝™ 
дхд1

1>‘ ֊ 4՜ *< с.

( 2Ае £мч. | е~ -|- £: с
~ 4~ I 2 4«

д91£' 
дуд/

(2.7>

Г д9и> &ё- д2™ \ гр 1 / (У^и՝ д2^ \|
2/гс\ду дхд/ дх дуд// г 21г-с \ ' дуд/ Су дхд//I

где

В четырех уравнениях (2.4) и (2.6) относительно искомых функций 
Ф. ф, /. (о содержатся также неизвестные значения тангенциальных ком­
понент индуцированного магнитного поля и нормально»'։ компоненты ян- 
дуцнровзиного электрического поля (согласно (2-7) ) при г—±.11. По­
этому уравнения (2.4) и (2.6), вообще, следует решать совместно с урав­
нениями электродинамики (1.18) для внешней области при общих гра­
ничных условиях на поверхностях, ограничивающих пластинку. Схема 
вывода указанных граничных условий на основе гипотез (2.1) для ли­
нейных задач магннтоупругости имеется в работе. [2]. В рассматриваемом 
случае граничные условия на поверхности г— ±Л запишутся следующим 
образом.

, ин . Н — 1 и^дЮ г ГЛх = -------ВьУ —---------- —
Р дх с д!

и, = А(;> 4- *=Д в£» + - Е,х
Р ду с (И

!,г=1 л*'1 + дй — + ՛— в;;' — (2.8)
Р р дх р ду

I1 ~ 1= еЛ Г------ />0у — ’ — Су----------Пих
%՝ д( с д(
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3. Пусть бесконечная пластинка служит проводником равномерно 
распределенного тока в направлении осн х. Электрическое поле в пла­
стинке дается вектором Е^/Го.г. 0, 0), £о.г = const.

Решая задачу магнитостатики—уравнения (1.2) при граничных 
условиях (1.3),—найдем

4--з 
------- Еох А

е
При ->Л

Но = Но|О, //оу. 01, //.ъ- = 1 4t
 

о N При |г|<А (3.1)

— &.<л при z<^ — А
с

Используя (2.7) и (3.1), уравнения (2.4) и (2.6), определяющие 
искомые функции ср, 4՛ f. w. приведем к следующему виду: 

г>Ф ду u df of 4па _ А,'՜ — Av of , Az — А,7
Ох ~ду ~ cdt՝ Ъу ~ 2А дх с '

ЛД’го 4֊ 2рй — 
dt-

2Л3з /4« с Vdw
(----^Ох ) ”17՜ ~Зс- \ с J dt

rj Г/4««'\?А4 . d’w sA£Ox 0 (ег 4 ег \
(3.2)

Зс 1 (4-o)7/2

В частном случае, когда колебания не зависят от координаты х. по­
лучаем 0, а вместо (3.2) — следующие уравнения:

д-у_ _ р Of df _ 4՜^ А.' — А у
dy ~ с dt dy с ՛ ~ 2А

... d'w ... , dhv 2№з /4т.з \2 dwD------  ------ - — - — £vx )----
оу՝ dt- Зс~ \ г J dt

(3.3)

Из (3.3) видно, что в этом случае уравнение движения пластинки 
'отделяется от уравнений для индуцированного электромагнитного поля. 
Представляя решение уравнения (вижения пластинки в виде

w те»ос-х [>/("»/ Ах)
получим характеристическое уравнение, определяющее частоту колеба­
ний

4- 2₽2 4-1=0 (3.4)
Здесь *
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Решение уравнения (3.4) показывает, что при 0<1 возмущения за­
тухают по экспоненциальному закону с коэффициентом затухания и 
частотой (I—р2) ’, а три 1 возмущения затухают без колебаний с 
коэффициентом з?|ухяния 04-(р2 I)".

В рассмотрен: >м частном случае условие отсутствия электрическо­
го заряда, приведенное в работе }4|. выполняется. Следовательно, как 
было указано выше, легко можно учитывать токи смещения, определяя 
компоненту с- из уравнения (1.17) интегрированием пог. Повторяя 
далее процедур}, приведенную в пункте 2. можно показать, что первое, 
и третье уравнения из (3.2) остаются без изменений, а вместо второго- 
уравнения получим

е </? Л! -А; ■ - и՜ ■ *• —“ ~ ———— —_ -
ду с с д/ 2/г

Таким образом, в этом случае с точностью гипотез магннтоупру- 
гости токи смещения не влияют на характер упругих колебаний плас­
тинки.

Институт механики
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ՀՈՍԱՆՔԱՏԱՐ 11Ա1.ԵՐԻ Մ ԱԳՆԻՍ ԱԱՌԱԱԴԱհ ԱՆՈՒՇՑԱՆ 
Հ11.ՎԱ11Ա1'11Ի1րՆհՐհ ՎՍՐԱՐեՐՅԱԼ

Ա մ փ ո փ ո է մ

[/, 2J աշխատանքներում առաջարկված մ ա դն ի սա ա /ւաձդա կանու ff յան 
վարկածն երի հիման վրա ստ ա ցված են մ ա դն ի ս ա կան դաշտում սւ եղադրվ ած 
հոււանքատսէր սալերի մադնիսսւաււաձդականութ յան հ ա վա ս ա րոլմն եր ր t Են֊ 
թադրված Լ, որ էլեկտրական հոսանրր դուդահեւէ է սալի միջին հարթուflյանր:

Ս տարված հավասարՈէմներր ուսումնասիրված են մ տոնավոր դեպքի հա­
մար; Դիտարկված են անվերջ սա1.ի տաւոանումներր, որին հաղորդվոէ մ / 
հավասարաչափ քաչխվսւծ էլեկտրական հոսանք, Գտնված են տատանումնե­
րի հաճախականու[}յունր և մարման օրենրր' կախված հոսանքի իւտntթյունիր

ON MAGNETOELASTIC EQUATIONS FOR 
CURRENT-CARRYING PLATES

M. V. BELUBEKJAN

S u m m a r y

On the basis of*magnctoclasticlty hypothesis the equations for mag- 
netoclastk oscillations of plates arc deduced. The plates carry electrical 
current and are placed In a magnetic field.
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The frequency of oscillations and the law of damping dependent 
on electrical current density are defined for a special case.
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