
ՀԱՅԿԱԿԱՆ 11ՍՃ ԴԻՏ11ր«ր-.11ԻՆՆ0։։1’ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
ւոխանի կա XXVI 1^№՜С1974————лкха„։;ка

Д. В. ГРИЛИЦКИЯ. Б. Г ШЕЛЕСТОВСКИИ

К ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧЕ О ВДАВЛИВАНИИ 
НАГРЕТОГО ШТАМПА В ТРАНСВЕРСАЛЬНО ИЗОТРОПНОЕ

ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Контактные задач։՛, теория упругости слежат теоретической базой мно
гих инженерных методов расчета на прочность и жесткость в строительной 
•■еханике и машиностроении. Задача о вдавливании штампа в упругое полу
пространство или слои конечной толщины рассматривалась многими авто
рами. Сравнительно мало работ посвящено исследованию влияния темпера
туры нагретого штампа на распределение контактных напряжений. Впер- 
ные осесимметричная задача о вдавливании горячего штампа в изотропное 
полупространство при условии, что Гранина полупространства вне штампа 
поддерживается при нулевой температуре, поставлена и решена в работах 
• 1]. [2]. В публикациях ! 3}. [4] рассматривается аналогичная задача для упру
гого изотропного слоя. В работе [5] исследована задача о вдавливании систе
мы нагретых штампов п полупространство. В статье авторов |6] изучено 
клияние теплоизоляции границы полупространства вне штампа на распре
деление напряжений под горячим штампом.

В данной работе исследуется осесимметричная контактная задача тер- 
моупругости для трансверсально изотропного полупространства при усло
вии теплоотдачи на границе полупространства вне штампа. Изучается 
влияние температуры штампа и величины коэффициента теплоотдачи на 

։распределение контактных напряжении.
1. Воспользуемся цилиндрической системой координат г, <р, г, ось 

Которой направлена во внутрь полупространства. На поверхности упругой 
среды расположен штамп с заданной температурой основания, представ
ляющего собой поверхность вращения. На штамп действует сила Р. на
правленная вдоль оси симметрии штампа, под действием которой нагретый 

;| штамп вдавливается в полупространство. Предполагаем, что тепловой кон- 
| такт штампа с полупространством идеальный, силы трения отсутствуют, 

— поверхность полупространства вне штампа свободна от внешней нагрузки. 
Вне штампа на границе полупространства происходит теплообмен с окру
жающей средой по закону Ньютона.

Требуется определить нормальные контактные напряжении под штам
пом и величину радиуса площадки контакта.

Граничные условия задачи при 2 = 0 имеют вид

ю(г, 0) = Ь- (г), 
Т(г, 0)= ГИг),

бм (г, 0) = 0,

О г <_ а;
„(г, 0)«0, г>а

= о). г = А(Ь1)
№ л
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где а и /.—соответственно коэффициенты теплообмена и теплопроводно
сти упругого тела.

В работе [6] получена формула, связывающая нормальные перемеще
ния границы трансверсально изотропного полупространства с нормальны
ми напряжениями и температурой на границе

— сои՝(г, 0) = : <'оГ(О] 7о(’г)

о

(1.2)

Здесь

"(;) и 7 (;)— трансформанты Ханкеля нулевого порядка нормального 
напряжения н температуры. /о(х)—функция Бесселя первого рода; со, — 
параметры, зависящие от механических и теплофизических характеристик 
материала; для изотропного полупространства, например, они принимают 
значения

. 1 -ь V
<0= :------

1 — V

(1-3)

где V—коэффициент Пуассона, р—постоянная Ляме. 
линейного температурного расширения.

Решение уравнения теплопроводности 

+ . £։^=0 
дг- г дг дг‘

для трансверсально изотропного полупространства ищем в виде

е* р:
Т(ггг) — \Е(р)е К /о(рг) др, Е(р) = рТ\р) (1.4) 

о

где I2—отношение коэффициента теплопроводности тела в направлении 
оси к коэффициенту теплопроводности в плоскостях изотропии.

Удовлетворив температурной части граничных условии (1.1) рассмат
риваемой задачи, получим парные интегральные уравнения

ж •
[ £(®)/о И) а7'0(?), О р < 1

Г—֊֊Л(’?)^ = 0- ('>*
Л-£ (а) о

Здесь

#(*) = —^֊՝ к ' = ~ 
а. ~ к а а

(1.5)
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Следуя работе [7]. решение уравнений (1.5) ищем в виде

£(») = [1 — я(?)| j ? (О cos«/

(I
(1.6)

где функция <((/) б данном случае удовлетворяет следующему интеграль
ному уравнению типа Фредгольма второго рода

.?(*)-
I

2,1* . ։։ ,, Г cos Ух cos y.t
-kF(i}d,F *+k

о
dy aFix\, (1.7)0 < x 1

F(x) ֊֊■

=,■2

Го (0) — x Гр (x sin 6) </fj 
У

Используя соотношения 
(12) представим в виде

(1.4)—(1.7) и следуя работе (6]. формулу

- (*) /о («₽) - М j ' (И дУ СО53/^( 3'1

V О V
J

1 I /■ А= - aC(,w (а'А 4֊ k^a In —— '( « (,y) dy (1.8)

I Удовлетворив силовой части граничных условий (1.1). приходим к 
парным интегральным уравнениям

К ] •։
13 (р) /о (/>?) - — асоиг (а-) — коа \‘f(y)dy \ ֊~ъ ?‘7 1''} Уу. -

В V у а - *

3 
ь д- 1

А\.о1п —£— <$ (у) 0<р<1 (1.9)

о

( Р՜ (/^./о(рг) <1р = 0, Р>1
о

Рассмотрим случай, когда функцию "^(г) (0<;г<а), входящую в пра
вую часть первого соотношения (1.9). можно представить в виде следую
щего степенного ряда:

со
ш (г) = V А֊ г՝. где At = const 

/-о •
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Применяя к соотношениям (1.9) формулу обращения парных янт1 
тральных уравнении и теорему обращения интегрального преобразовали 
Хаякеля. найдем выражение для определения контактных напряжении под 
штампом

где

I
4- Ц x'-’sinWx 

о

/,Г;Н<Й֊М?)- ,(Р) 0 ?<1

" «АОЛ "-1 л
Л cos / В (у,

j* sin j\A (у. j-) -r kz sin j. Д (y, k) k/\ cos j B{y, k}

r.ccsjny\ 
к ~j.\

(l.lll

А (у, к) = sin (1 4- у I к si (1 — у I к 4- cos »1 - y) k ci (1 у) к - 

sin (1 — y\ fcsi (1 — y} к — cos (1 у ici(l-y)k

B(y, k) — sin (1 — у} к ci (1 — y) k —cos 11 — у) к si < 1 — у) к

— sin (1 -- y) k ci (1 — у) к — cos (1 ֊ у) к si (1 — у) к

- Cl = , *£-.֊ fl 21" ֊ .4 (у. к)
a I 1 — ?I к

J
? («/) dy (1.12)

Здесь
Ы#(х)—функция Бесселя второго рода; ч (х) и С1 (х) — интегральный си
нус и косинус, /п— положительные нули функции Л)(х)

В формулы (1.11) и (1.12) входит функция ф(р). определяемая и J
уравнения (1.7), решение которого находим методом последовательны։ 
приближений, который, как доказано при помощи принципа сжатых отобра 
женим, Сходится если параметр " удовлетворяет иераиенг I пу 0 &<^1.35 
При этом рассмотрим случай 7՝>(/֊) = 7՛ соп<'. Для лналитпчеких нссл< 
лопаний и расчетов ограничимся вторым приближением, с учетом котор< 
для определения функции ф(х) получаем соотношение



К задаче о азамнваввн нагретого штзяла а полупространство 43

Ь»=ог,|2.+2.(я_5(х> *)]+±г < А* $։л ։ -4 (х. т) —

— кСО5 ։В(х, а) — а соб я В (х, к) — к в։п т .4 (х, к))------------
а3 — А’

~ СО& лх

« 4- к
$1п։ . |----------- </л 

’(’-*) I
11.13)

Для значений А, нс удовлетворяющих указанному неравенству. урав
нение (1.17) решилось численным методом, то есть путем сведения к конеч
ной системе алгебраических уравнении. Сначала брали систему II- уран- 
нет։и с <11 неизвестными. При атом получаем, в результате решения 
системы уравнений, значения функции <|(х) в точках от 0 до I черев 0.1 
В следующем шаге брали систему ••21» уравнения и получали значения 
•₽(х) от 0 до 1 через 0.05. Значения функции п точках, подсчитанные .ч пер- 
аом шаге, совпадали тремя знаками со значениями функции, полученными 
ери повторном разбиении отрезка. Функция <р(х) протабулирована для зна
чений к от 1 до 10 с интервалом в 1. При подстановке ц (х) в формулу для 
температуры и ее определении, граничное условие при 0 <2^1, 1 = 0 вы 
Полнилось с точностью до 1%.

К)’.На фиг. 1 показано распределение температуры на границе полупро
странства соответственно для А = 0, 1. 10 (кривые 1. 2 и 3).

1 2. Рассмотрим примеры, иллюстрирующие влияние температуры и 
конффициентл теплоотдачи к на распределение контактных напряжений 
под штампом

Пример 1. Цилиндрический круговой штамп с плоским основанием

ю(г)= 6,.. 0-- г<а; Лй=60. Л, ֊-О. п 1 (2.1)
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Используя формулу (1.10). найдем

(?. 0) = - 2сД-„ 4- ... (;,) - ф (?), о с ;. < 1
-а| 1 —р*

(2.2)

Из условия равновесия штампа определим зависимость между его вер
тикальным смещением, температурой и силон, вдавливающей штамп в полу
пространство

Р= -2-а- Р՜.-.- (?, 0) </р = 4- 4ас,-.Ьа (2.3)

где 6 зависит от величины параметра А. Подставляя Ьц из (2.3) в соотноше
ние (2.2). будем иметь

0)=-4-Х=. ."(;■)֊ И?). 0<р<1 (2.41
2 «а-| 1— р

Отмстим, что для значений А. рапных 0, I и 10. 6 равно соответственно
1.03 а-А0Гг: 1.82 а2А0Г0 и 3.01 с?А07’0.

Формула (2.4) верна при условии, что под штампом не возникает рас
тягивающих напряжении, откуда следует условие ее применимости

Р-’. к^а | | 21п 1-А Л (у, I 0 (2.5)
*. I

Пример 2. Штамп в виде параболоида вращения

(г) = 60+ 6։ 0 С г а\ А9 = -г 6,

Лг = 0. Д։ = --^, Л„ = 0, л>2 
а2 '

Нормальные контактные напряжения, согласно (1.10), определяются
по формуле

(Ь 0) = ——
а | 1 —р1 а

(2.6

Из условия ограниченности нормальных напряжений на краю площад
ки контакта получим

֊ А‘С° + ?--<££■ Р ъ+^а^Ь,
Со 3

(2.7

Как и в предыдущем случае, |5 и до вычисляются для заданных значе
ний А
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б0 = 1.72 ? = 0.175, с- = о
% - 2.27 а՝кп Т(), ? - 0.113, £ = 1

— 3.08 сгАс, Т(\, ? = 0.062, к= 1

Если R ~ , где R—радиус кривизны параболоида в его вершине,

радиус площадки контакта определяется из уравнения

з а А А; - 
' 8 с0 4 8с0

Подставляя Ь\ из (2.7) в (2.6). будем иметь

0)= /1—>*—!(?). 0<(»<1 (2.8)

Функция ф(р) определяется соотношением (1.11). условием примени
мости формулы (2.8) служит неравенство

На фиг. 2 и 3 показано распределение контактных напряжений соот 
оетственно для штампа с плоским основанием и параболоидального штам 
на. При этом

"!.= ~р~— силовая часть напряжений,

-г
'2..= - температурная часть напряжении.

* о' о

Кривые I. 2. 3 соответствуют значениям параметра /г. равным 0. 1 ։ 
10. Суммарное напряжение получим, наложив напряжения
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—- и
~а8

Как видно из приведенных графиков, наибольшая величина темпера
турной части напряжений будет в том случае, если поверхность полупро
странства вне штампа поддерживается при нулевой температуре, наимень
шая—при теплоизолированной границе.
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ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱԼ ԻՆՈՏՐՈՊ ԿԻՍԱՏ ԱՐ ԱԾ fl Ի 1*3 ԱՆ ՄԵՋ ՏԱՔԱՑՎԱԾ ԴՐՈՇՄԻ 
ՆԵՐՄՂՄԱՆ ՄԱՍԻՆ ԱԴԱՆՑՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ 1սՆԴՐԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Ա մ փ ո փ ո X մ

Ուսէսմնսւսիրվեւ Լ ուրանսվերսա( իղռտրոպ կիսատտրածութ յան մեջ տա՝ 
Հարված դրոշմ ի ներմ ղմ ան մասին ջերմ աաոաձդականության աոանցըասի՝ 
մեսւրիկ կոնտակտային խնդիրր այն ւդայմ տնով, որ դրոշմից դուրս գտնվող 
կիսատարածոլթյան մակերևույթի վրայից ջերմ ա փ ովս ան ակութ յան ր շրջա֊ 
պատող մ իջավայրի հետ իրագործվում /, նյուտոնի օրենրով։ Ջերմությունը և 
նորմալ կոնտակտային լարումը արտահայտվել են նրեդհոչմի երկրորդ սեււի 
ինտեգրալ հավասարմանը բավարարող ֆունկցիայի մ իջո ցովւ Այդ հավա՝ 
սարման թվային լուծումր կաոաւցվել Է Հաջորդական մոտավորությունների 
եղանակով։ Դիտարկվել են օրինակներ։

ON AXISYMMETRIC PROBLEM ON A HEATED PUNCH 
PRESSED INTO TRANSVERSALLY ISOTROPIC SEMISPACE

D. V. GRILITSKY. B. G. SHELESTOVSKY

S u rn in a r y

The axisymmetric contact thennoelastic problem on a heated punch 
pressed into transversally isotropic semispace is considered under con
dition that beyond the punch the heat exchange with environment takes 
plase according to Newton’s law. The temperature and normal contact 
stresses are expressed through the function satisfying the integral 
equation of the Fredholm type of the second kind whose solution is 
constructed by the method of consecutive approximations as well as 
numerically. Some examples are presented.
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