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Р. А ХРУТЮНЯН

ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА С ОДНОЙ 
ЗАДЕЛАННОЙ РАДИАЛЬНОЙ СТОРОНОЙ

Решением задач теории упругости для круга, кольца и кольцевого 
сектора занимались многие исследователи [I—7]. В работе [7] исследовано 
решение плоской задачи теории упругости и напряжениях для кольцевого 
сектора пр։: заданной внешней нагрузке.

В настоящей работе приводится решение смешанной плоской задачи 
теории упругости для кольцевого сектора, когда одна из его радиальных 
сторон заделана.

Решенке рассматриваемой задачи сведено к квазнвполне регуляр
ной бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с ограничен
ными свободными членами. Решение некоторых конкретных задач доведе
но до числа. Исследовано распределение напряжений в окрестности за
делки.

Решение аналогичной задачи для прямоугольника исследовано в ра
боте :8|.

1. Предположим, что стороны г=а и г=Ъ радиального сектора сво
бодны от напряжений, одна сторона сектора ?= О заделана, то есть во 
всех точках края ? =0 имеем м-^0, V =0. а на радиальной стороне сектора 
?֊ ?! известны напряжения

В плоской задаче теории упругости напряжения определяются через 
функцию Эри ՛։>(/-, ?). Обозначим г - ае', Г\1, у) ՜-՜ е 'Ф(/, -). Функ
ция 7’ должна удовлетворять уравнению [6, 7]
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2^^+г.о о)
<№ д^д'г д?1 д(։

Напряжения выражаются через функцию Е{(, ?) следующим об
разом:

_ е ' А _ е 1 | <У՜ \
а8 V?5 <М ՛ <г V </Г- (Н )

е ՝ (Г/'

а2 О1д-Г
(2)

а перемещения — соотношениями

л_ 1_/(?) I /о(/)
У Оъ 1 — т а« |

где Е модуль упругости, а—коэффициент Пуассона. 
Для рассматриваемой задачи можно принять, что

/(?)=/о(П = О

На контуре кольцевого сектора выполняются следующие условия:

со
Тг. (О, «) ?) = О, «V'« (/, ?։) = 2 Зй/

А-1

оо
зг (0. ?) = зг (/։> ?) ֊ 0. а’е‘ ((, ф։) gtf0 У ?д (,)

Л ֊1

'^И1 = о, ։-и.о) = о 
д1

Функцию Е{{, •;) ищем в виде [7]

го '50

/•'(/, р) а (?) - />(/)-֊ 5' (0 СОйДлф У ։М?) СО5?л/

(4)

(5)

(6)

(7)

где

4’а- (?) — Ак я!1 51п ? - /Л зЬ Л-? со$ ? Сь ей ,\? б'ш ? т сЬ /А.ф соз ?

Ук (0 = Ек ей за- (/։ /) $Ь (/։ — 0 4- Ск зй »л (/։ — /) -чй / 4- 

1 Рк ЗЙ '/-к ( 5Й -— /) -ь Нк 5Й 'За/ .чЬ /
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11 (?) : «or sin

к՜ 
=----- •

6 if) = 60e' 4֊ byte ®0 = e' 

sin'^f /4COS.W

₽* = ֊
Л

= In
ti

(9)

Удовлетворив условиям (4). получим

CekDk | Ль) sh /4^ cos ?! -I- (^.Ль - /Л) ch ։ч?! sin |

I (РаС* — Вк) sh sin с։ | I- Ca) ch 3Acp։ cos»։ = (10)
'•k

£, = Hk -= 0

Умножая обе части условия (5) соответственно на 1 и cos «/.«■» 
после интегрирования по г от 0 до ?։ на основании (2), (7) и (8) по
лучим

֊(«■֊1)ММ =
9 «© Г.'
— V ( 1)”’ ( 1’1’2 (?) -}- Фл(?)| cos «„<?</? —

4о»(-1>"|:|пт
?,(«*-1) 71

2 °° I՜՛՛
(2Р 1)'?р(0)-------- V J [<։*i (?) — ф* (?)]cosvp</c

(И)

P-j-J

и (% -1)
sin ?։

6-(О,+ 6('>)+ —։։пт.= 
ft

CO fi

6'(0) г 6(0) + ^sin?։ 

ft

2(- Dfc |ф;с?)

(12>
v i i։i,i (?) г Фл (?)]«/? 

ft^5)

4М П

1

Удовлетворив условиям (5), умножив обе части полученного ра
венства на ср„ (/) (р — 1, 2, ...) и проинтегрировав по / от 0 до /։, по
лучим 
при р=^=0

9 00
M£j4-i)&(ft> = —V 

fl А - о

֊?„(?; +1) (13)
46гЗР|1 1-(-1У
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при р О
езл_ 1

b„ (еъ՛ - 1) - 6,1, = ?0 -у- (14)

Для интегралов, входящих в формулы (11), (12) и (13). б силу (1(1) 
имеем

I [«■;(?) + <M?)]coSa,?rf? = : (V֊(17il4 + (»,-1)4 {*‘

О

1) 2(£| |-1)(«J- 1) |Лгch X?1 sin ri 4՜ /t'ij cos ?] |-

1 С\ sh 3fcC։ sin A sh cos | 

2(7л l)l&-

֊( 4-3aJ-hl)}

h
( IW ։ ?4(0J?nW<" 

0

_ 2{M£+ l)^|cb »,/, + ( ir 'cht.HGt ■ (-l)՞'1/^] (15)

-1ГЛЙ + К I)։l

Удовлетворив условиям (6), получим

ОО
2^?х.(/)«

А -1

1~ 2=
2(1 з)

90
V (Bl/4 Cl) cos >1/ •—

k~ 1
(16)

oo
2 J|2 (1 — 5) A | /1/Л ’ ,'ч cos fat (1 * 2=) J'x/A sin ։ч/ — 

A-l
-Hl ֊=) Id-«;)•?*(0 i 'h(')]֊ Ч?;.(П I ni/d'. -r

4֊ 2 (1 ֊ 3) a0 b 2 (1 ֊ 23) 60e‘ 4- bxe 1 = 0 < 17)

Введем новые неизвестные

пд- (ch з-i/j — ch/j) (G\ 4՜ /'V) ( l)AUzc

^(chai/j ch/։)(G4 /՝k) ( 1)ЛДл

Xi ch ft*?! sin s։ I Bk ch 3*c։ cos ?։ Ci sh sin >։ ••

4- Dk sh cos ?i =
('A (.■’*. t 1)

где

R ՛ i-1)' Bk/k Ck —
Xk

Й >՜
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Умнржин обе части (16) на ?/։(/) и проинтегрировав по / от О

до (։ и учитывая (18), получим

V (1-2о)Й у , (1֊2=)й “ [1֊(֊1)*’|
" 2(1-<)(Р,-1> л'--(1_։)г։

к

— РуХр У вД/Ад
*1'1 
* Р 

(19

со
I Ср I -Г у |ед7,1 < 1 

4—1 
к р

На основании (11). (13). (1/). (18) и (19). после некоторых преобразо
ваний получим следующую бесконечную систему линейных уравнений:

ОО
Ур-г- Уаъ֊Ч : Ор (Р - 2. 4,6,...) 

4-1

ос
= а'аХр <?'' ¥/, 4֊ У : 4- а„ (р ֊ 1, 3, 5....) 

4=1

26^.4 у ь\рУк 4֊ у Ъ"гк: ьр
4-•! 4=1 4=1

ОО ОО. до

1Г,= 2с^+3<П+ Зс^ + с, (Р 1.2,3,...) (20)
к-: 4-1 4=1

х„ V + у <г» 2 Н 

4-1 4=1 4-=!
4 р к р к р

ОС ОО
+ V у ֊1֊ <, (р = 1,2,з,...) (21)

4 =1 лТ1

где

„!__ __________ Гр /я?1 ?1
'/ (ай ?рфх сЬ — Зр 51П ?։ СО5 ?։)

зй соб । //> ей ;3рг1 з։п ^1
(бй Зя*)х ей 3.,2.: 4- 3/։ ь1п ?1 соб «։)

________________4?р (^ -г 1) (ей- СОБ* ?х)__________________
иь ей £ро։ Рр б։п *х соб рх) (а* 1)гЦЗ*-г(з* 1)’1
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ЬкР =
2(- 1 >՞11 ( -1)Х]ар(сЬаЛ-сЬ^)?4(ЙН-3^-1)

?։(5ЬаЛ ^sh/J/S’ 1)^4-(а, D8|

i ։ _ 4(-1)"|1 4-(-1)*)я„ (Հ-ՈԱհ*,/, ch^L _
®ւ (տհ я/։/։ 4֊ яр sh /,) 13’1 4- (Яр -г 1 )2||Й (<Դ -1)4

ձ!1 ___ V 11 ( ~ 1 Н *՞ (Հ — U (ch նՀ — ch /, )
?,(ship/, i ’psh/։)|ßl I- (я,, 4֊ 1)՝|[Й (я„ 1)2|

2(—l)p(l—( 1)*| x, (ch а„/, сЬ/,)Й(Й ՏՀ, • Ն
çJshM, ց;.տհք։)(3? ֊Ո |Й i-(a„ - 1)=||Й (Яр I)3 I

4( l)p|l —(- 1)%(Հ- 1)(сЦ./, 4֊ ch/,)

®i (sh яр/, — я,, sh /,) |Й 4֊ (я.р -֊ l)aj |Й 4֊ (*,.• 1)4

4Z [ 1 (— 1)*]яр (Яр — 1) (ch Яр/, 4- ch /,)

?։ (sh яР/, ֊ Яр sh Zj[ßl i- (я,, ~ 1)г][Й ; (Яр 1)4

՛ PZ/, [Зр ch Зр?1 Sin Ф։ — (1 2з) sh cos(J   ■” ' * ՜- ՜՜՜՜ --------
2(ch2/p'r, cos2ÿj)

(1 ‘2~У sh ,3pçx ch /p?, — (1 — 2o) Зл sin ?, cos
2(1 — 3)(ch23pf, — cos2^)

2(1- “) ( sh /■>?, ch — ք<<- sin cos ?,) i Sp [1 — (— l)k |
(ch= - cos2 ?1) I (Й 4֊ 1 ) ( 3; ֊ Й)

Ժււ _ _ 2P(1 - о) [1 - (- 1)*** I sin<pxcos?1

(ch2^?, coss?j)(3p—

rfin _ 2P/(1 - о) 11 - (—1)* '43& ch &-?, sin ?, 
(ch2M, - cos8 ?։)(# —Й)

jv_______________ P(֊^ _ ________
kp lßU(^- 1)4[й (t֊i)s] (_ iHld - 5) «շ-

-з(Й4- 1)H(1 41НН1Л
[4ax sh яд./, — (Й 4-4 • Ն sh / J 

2 (ch яд./, ch /,)

dlP
P(- 1)՝՜՜^ + («ճ4-1)8]|3₽+(^֊1)4 !Ի ՜՜( 1)ии = )4

->-(?;-i)l ’ (i ֊ 4(ւ
( _ 1)՚4 14а^Ь яд/, (ßp г я! 1) sh /,|

շքշհցէ/յ֊ ch/,)

ap -
ch՛ ßp?, — cos;

Z (sh Л.?1 ch 3pf,4-ßp sin ф, cos ?,)
S(ß/> -: Dsin ?,cos ?, 

Clf |3pÇ,—cos՛ ?i

4Ш1-К֊1Г1е-,‘] -гИЙ+1)}
6(?Հ+ I)
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Цр(сЬ ОСу^, сЬ /,) I 800 5111?!
41 Яр/։ Яр хЬ /| I ®! (Яр 1)

4 ~ ''Л(Й-Ь 3^4-1) |

՛։ 4֊М,. 1Й 4 («/> + 1)4 [Й 4“ (*/> — I)2] ।

4ад(с11«р/> I сН/х) ______ ЗДь(Й 4֊ 3«р -|- 1)_______

®։(зЬар/1 архЬ/։)*. “ |Й4(М՜ 1)2)(й («/» — 1)4

(§11 °4.с, сох?; ,4 сЬ соя ?,) |1 ( 1)л_г|
(с!г Э*?1 “ СОХ® ?!) (Эр — Й)

. ; 2(1- з) Эр хЬ Зр?, сох ф: — (Эр — I -Г 2з) сЬ Эр?! Я1П ?! 
2/р(сЬ= Эр?! — сох=?։)

2а0(1 3)[1 ( т 26, 
Й IА 4

_____________ 4(1 - С) (й 4 1)(сЬ2Рр?1 ֊ сох®?1)______________

/| [(3 4з) Эр хЬ Эр?! сЬ Эр?! — (Эр — 2 + 6՞ — 4о-‘) Х!П ?1 сох ?։]

Исключив из (20) и (21) коэффициенты Д*, и }\-г для коэффи
циентов /д. и Хк получим следующие линейные системы бесконечных 
уравнений:

ОО
■= е х + 2 -•■

'п — 1
ОО

। ^п-.рХщ Ор
т—I

СО

(р^2. 4,...)

(24)

■ 2 +
т—1

ОО

2 + 4'
ш — 1

ОС

(р = 1, 3,...)

Хр <4. + 2 <РХ„, ир (/> = 1,2, 3,...) (24')
>п~1 .'п •= I

где
со

= «р 4 вро;/, о‘1р = а“е„р4 У а*вб"1
Ас-1

Уа*рб"ь =-՝«;>«,/. — У щ-рс^
к֊ I *. :1

< = 2 ֊ 4 + V 4^+ У (25)
А-1 4-1
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ей- -»
и'„',/>=(1'т/> 4 — У 4рв н* т

Ь-1 Л—1

I III _  I ։ I
Отр — Отр ~~ Ст Отр

1,1 _ > иСтр — Стр г" СтСщр |

00
.IV III V, Д’ ,111

икрСпьк /; (*!гр Отк \-Э)
1-1

оо
2 Ь'крСтк

к=1

ОО
\ СкрСшЬ

к- Л

оо

’Ср - \ Окр^к 4՜ Ср,

к ։

х
II VI

Ир (1крСк '՜ Ср
к~1

сю сю

иг. V дкрСь — (1крЬк — (1Р 
к=\ «=»!

(26 >

В коэффициентах 4,., 4,,. а՝", и еир, входящих в (25). к <- р.

2. Для сумм абсолютных значений коэффициентов систем (24) и (24 ) 
получаются следующие оценки, доказывающие квазинполнерегулярность 
этой бесконечной системы при любых отношениях размеров кольце
вого сектора и возможном значении коэффициента Пуассона:

со ОС
14 I 4- з f4.pl ь V I Утр |< 1 

т — 1 ч1—1

ОС сс
|р'(4- У 1Л1 4֊ У |у!' 1<1
1 /I । л_1 ’ гп у -• -? • тр 1

/п—1 т-*1

(27)

Дадим оценки сверху суммы коэффициентов системы (24՜) отдельно 
для р четных и р нечетных.

Для р= 1.3.5...... получим

ОО ЭС
1^1+- Е К.1^11«"и<1 (28)

т— 1 т=1

Здесь принято во внимание, что сумма первых двух слагаемых, 
входящих R (27) и (28), стремится к нулю при - со, как О(йр ‘) и 
(1п \■■ - )• Оценка третьего слагаемого н (27) получается как и

гр /
работе [7], оценка сверху третьего слагаемого (28) получается 

(1 24(3 -2<з) , _ .
----------------------------- ), при этом использованы следующие зна- 

3 — 4з
чения рядов и интегралов:
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1 зЬ вЬ /х
„ Л... [Й + <** + »’] 1й +■ («* - 1)։] ֊ 8’И’< -1) сЬ ^1, + сЬ I,

Л, 
V ________________ !________________=

[Й-г(’*4-1)։](Й + ^֊1)’|

1՝ $Ь 4՜ *к зЬ /х 1
8?.д. (а* — 1) сЬад7х ей/, 2(ах—I)2

Л (Й + («,. + 1)=)Й + («„ 1)4

= у» М) <|п со& ?» 1—__
4р/, сЬ։ ,%<РХ — сое* 2 (Й 4- 1 )-

у __ _____________ Й_______________ ___  /1 бЬ Ч- «А зЬ /,
„Д... (й'1 (։* *՜ 1)2][Й 4-(«А—О’] 8ад сЬах7։ сЬ/х

V Р» Ь Г______ ____________
(Й4-1)(Й-֊Й) *.' (Й-НХЙ-Й)

«• р ’

4- С =
"3 (Й + 1)(3’-Й)

.’гг1

/» I <+Р 2)СЙ-23а 4֊ 2) (Й п
2^(Й+1) " 2НЙ-1)

Если рр - • . то (27) и (28) при больших р остаются меньше 
единицы.

Для четных р оценка (28) получается аналогичным путем.
Таким образом, бесконечные системы (24) и (24') при любом возмож

ном значении коэффициента Пуассона квазивподне регулярны |10.
Легко видеть из (23) и (26), что свободные члены этих систем при 

ар 1 ограничены, при — 1 выражение сг обращается в неопреде- 
0 ...

ленвость типа I (ереидя к пределу, легко можно вычислить зн а

чение при з,. 1.
Из (10) и (18) найдем следующие выражения для коэффициент >в 

Ак, Вкх С;, /?х, (1к и Лк- через неизвестные систем (19), (20) и (21)
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бЬ 3&?, сЬ ^?1_______
(3* 1>(сЬ 2 рх--?1 СОЗ՜ ?,)

Д-. ,3» зЬ сЬ 9) СОЗ ?! у.
МЙ 1)(с1г^?1 - СОЗ2?,)

зЬ Рь?։ СОЗ ?, сЬ/*?, з։п ?, „
•) -------  ••/* к.\'ь (й- 1 )(сЬ՛-՛ За-9, соз2 ?,)

5» яЬ ИА •■? 1 СОЗ
& сЬ-рлф, СОЗ2֊,

Ук с _ Хк______Ук

МЙ + 1)’ ‘ #+։ Й-И
_  &1П •*} СО$ у1

>■ - 1) (сЬСОЗ
яЬ 3^.?, сЬ 3^9, ~ .^51П?, СОЗ С, 

МЙгЩсЬ2^?,֊ соя՜ -,)

I яЬ соя ?, сЬ ;а?1 $т о, о* сЬ fc.fr $)п 7, 
Й(Й 1 > (сЬ2 Зкф, соз2?,) Ьк сЬ:> fc.fr — соз՜ ?, 130)

_ ( 1т____ с Л в ( рЧ____
<։НсЬаА/։ |-сЬ/,) к а* (сЪ — сЬ/։)

Для определения неизвестных коэффициентов ао. Ьп и Ь\ из (12) и (14) 
при помощи (8) и (15) получим следующие уравнения:

2Ме“ 1)
6,(е֊'- + 1) +—'.чп?1=— 3 . Р\ Л»

?։ Ъ 4-2.4.... т՜ 1)"

± V У1- 1 у ,7^ 2 V' Ьл-^.ИЙ+П2՜ <?1^,...<Й՜՜՜!)’ Й 1

240(е<֊ 1) 6,(е- 1)= ֊?֊ V -Д--Х

4-1.3,... *^А 1 * ‘

А у ֊1 у У 7к -2- у
4-1.3»... (Й "Ь 1)' ®1*֊1.3,... (“У1։ 1)՛ ^14 -1.3,... 1

б-2*՛ — 1
6о (е2,< 1) Ьх(х = ----- - -----

Неизвестные коэффициенты А\, Ук и Д» входящие в соотноше
ния (31), определяются из бесконечных систем линейных уравнений 
(19) и (20) и выражаются через постоянные а0 и 6,. Подставив опре
деленные из (19) и (20) значения неизвестных Хк, Н и /1 (31).
получим три уравнения относительно а^, />о и 6,.

3. В качестве конкретного примера рассмотрим случай, когда 

/։ 2а, с = — — и приложена нагрузка, статически эквивалентная

нормальной силе Р, касательной силе Т. изгибающему моменту М. 
Пользуясь разложениями (4), (5) и ограничиваясь двумя членами 
разложения, то есть полагая ~ 0 при к — 2, 3,...
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ь
\v.dr = Р

ь

Յ-րմր — М

(32)

ծ

А

о

ь

'Г

Значения напряжений в некоторых точках сечения ? = — приве

дены в таблице.

Таблица

\ո— 
а Т °т Р "

«3 _
М * _ '“ր 

М
а3 - 
м

°3 
ր”

а3 ր 
՜ք՜ր'

0.1 ֊12.235 -0.302 3.043՝-11.343 -0.381 4.280 - 9.433 -0.664 1.936
0.2 - 8.773 -0.711 0.226 - 9.626 -0.843 0.882 -7.315 -0.894 0.324
0.3 - 3.531 ֊0.983 -0.099 — 4.742 -1.102 —0.081 -3.788 -1.133 0.063
0.4 - 1.722 -1.203 ֊0.966 2.302 -1.311 1.834 -1.445 -1.344 0.256
0.5 - 0.001 -1.244 ֊0.763 - 0.002 -1.356 1.673 —0.002 -1.389 0.267
0.6 1.732 — 1.200 0.977 2.323 -1.309 1.844 1.783 -1.342 ֊0.267
0.7 3.539 -0.979 -0.098 4.751 -1.098 -0.035 4.731 -1.125 -0.078
■0.8 8.791 -0.707 0.227 9.633 -0.376 0.882 11.455 -0.898 0.322
0.9 12.244 -0.298 3.045 14.367 -0.377 4.295 15.353 -0.673 1 .943

Автор выражает благодарность К. С. Чобаняну за ценные со
веты.
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1Ւ. Ա. ՀԱ1։111«ք»-ՅՈ1՚Ն5Ան

ՄԻ ՇԱՌԱՎԻՂԱՅԻՆ ԿՈՂՄՈՎ ԱՄՐԱԿ8ՎԱՈ ՕՂԱԿԱՅԻՆ 
11ԿԿՏՈ1'Ի 2ԱՐՌ ԴԿՖՈՐ11ԱՅԻԱՆ

II. մ փ ո փ ո ւ մ

ա տա /7 յ ա ն մեշ դիտարկվում է աս աձդակաՆւոթ յան տեսության հարթ 
խնդրի լոէծումը օդակա յին սեկտորի համար, երբ նրա մի շառավիդային կսղմր 
ամրակցված Լ, իսկ մյոէսի վրա տված է արտաքին բեռը։ Շրջանադծա յին կող
մերն ազատ են։
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լուծված Լ /արման '.իոէնկցիայի միջոցով, որր ներկայացվում Լ 
եռանկյունաչափական ջարրևրով, որոնց ղործակիցներր որոշելու համար ստաց
ված Լ էքծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմներ: Ապա
ցուցվում / ստացված ցծային հավասարումների անվերջ ււիէւտեմների րվա- 
ւքիւիովին ոեղուլյարո<թյո<նր և աղատ անդամների սահմանափակով}յւււնր։

Դիտարկվող խնդրի քուծումր մի բանի կոնկրետ դեպքերի համար հասց
ված I, մինլե թվային արդյունքի։

Ուսումնասիրված նորմալ և շոշափող լարումների բաշխման օրենքր ամ
րակցվածդ — () հատվածքի շրջակայբումւ

ON PLANE DEFORMATION OF A CIRCULAR SEGMENT 
WITH ONE ITS SIDE FIXED

R. A. HARL’TUNIAN

S u in m а г у

The work deals with the solution to a mixed plane problem in 
the theory of elasticity for a circular segment where one of its radial 
sides is fixed, and (he other one is under an external force, the cur
vilinear sides being strcss-free. The problem is solved by the stress 
function represented as trigonometric series. To find the expansion 
coefficients, an infinite system of linear algebraic equations is obtained. 
The resulted system is proved to be quasi-quite regular and it has 
free terms restricted from above.

For some particular cases the problem is solved numerically.
The law of distribution of normal and tangential stresses is stu

died in the vicinity of the fixed side.
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