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ДВЕ ЗАДАЧИ ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННЫХ 
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ. ИЗГОТОВЛЕННЫХ ИЗ ОРТО

ТРОПНОГО РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

I. Уравнения равновесия общей теории осесимметрично нагруженных 
оболочек вращения, изготовленных из ортотропного разномодульного ма
териала. главные направления упругости которого 1-1, 2-2 совпадают i 
координатными осями оболочки х построенной на основании гипотезы 
недеформпруемых нормалей, имеют вид [5]
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Г։ »’ /՛ известные функции от внешней нагрузки |1, 2|. 
Кроме того,
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н С,4, АГд, О/к коэффициенты, представляющие комбинации 
коэффициентов деформации материала оболочки о.А в главных направ
лениях упругости 1-1, 2-2 типа [5]
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I {зложенная теория построена в предположении, что напряжения *» и 
з^. но тпл1пинг оболочки изменяются по кусочно-лнненпому закону, 
при этом з. имеет один я тот же знак по нее»։ толщине оболочки (то есть 
выполняется условие слабомпментиости и направлении ? |2, 5), а 
меняет сноп знак при 1начгнни . рапном

«п»> ~ Д»Н.-
<1../. а.-*.

(1.5)

Для Тангенциальных СИЛ II НЗГИбаЮЩИХ моментов имеем гаКЖС [2, 5)

Т. + — F.M. <гг
Js

(1.6)

М. О„ — - D, 1Г Р 
е/s г Си

sin > /•’

“P’KnQ֊ !l
а.,вил*п ( Г, - uCuQ)3

зс։] (1.7)

м. =- ^-л/.ч- U-.
/? sin у

12 as 7'

В (1.1) — (1.7) следует брать

при

при

а>: = аЪ

о.. = а”
(1.8)

В частном случае, когда 
оболочки своего знака, имеем 

аналогично нс меняет по толщине
так называемую слабомоментную оболочку.

основные уравнения и соотношения для которой можно получить из 
(1.1)—(1.7) |5|.

Для иллюстрации изложенной теории рассмотрим некоторые частные 
примеры

2. Рассмотрим осесимметричную задачу полубесконечной круговой 
цилиндрической оболочки (толщина — Л. радиус — А’),

Пусть оболочка но окружности торцевого сечения (№=0) загружен* 
равномерно распределенными изгибающими моментами с ингене ив н остью 
Л/ я перерсЦХпающими силами с интенсивностью .V Кроме того, оболом« 
Ka подвергается внешнему данлеиню с интенсивностью Таким образом,

X=r = 0. Z (2.
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н граничные условия таковы:

при 5 = 0: Л/* = Л/,,. № = Л'о (2*2)

Ясно, что с рассматриваемой оболочке не возникает внутреннее тан- 
генпиальное усилие 7’,.

Для данном нагрузки имеем

Л = О, Г,= R 7(1$ (2.3)

Пусть интенсивность равномерно распределенного давления (р тако
ва. что напряжение нс меняет своего знака ни по толщине оболочки, 
ни по длине ее. Тогда из (1.1). ввиду отсутствия усилия Т и неизмен
ности знака усилия 7. во всей оболочке, с учетом (2.1) и (2.3) получим 
. ч рассматриваемой задачи следующую систему уравнений:

С/53

1

. — л
а,./? '

(2.4)
И <7о$

О„
где

г 2 ։.-2
(2.5)

Решение системы (2.4) с учетом полубесконечности рассматриваемой 
оболочки и граничных усилии (2.2) примет вид
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Используя (1.6). (1.7). ( 1.4). (2.4) и (2.5). получим
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«• а22 —— 2р R? г՝ [рМа Б1п рз — (рМ„ -г ЛГ0) саз рх| </0А?! 
Л

(2.6)

(2-7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Как видно из (2.8). оболочка по длине разбивается на отдельные за-, 
к-л. в которых изгибающий момент М, меняет попеременно свой знак 
А гак как а зависимости от знака .'И. напряжения определяются по раз
ным формулам 5]. то важно знать длины указанных зон и знак изгибаю
щего момента в каждой из них. Приравнивая пулю выражение для М. 
(2.8), получим значения х. указывающие сечения, в которых М։ меняет 
знак

р>~к֊ агсЦг----------------- к 1,2,... (2.12

Напряжение по толщине оболочки меняет свой знак и в каждой 
зоне превращается в нуль при

Л I аиаС2-а*, - I' а^а.,., - а*., | М, < О
7։= |----------- -------------- - -------- ---- --------------, если । (2.13)

2 1 а{га^ а].) -Ь Г ’’а։։а._.2 — а-у> I Л/,>0

В полученных формулах следует брать а.. —а?;2, так как из (2.10 

очевидно, что ՛ всюду отрицательно.

Числовой пример

Для расчетов использован ортотропный разномодульный материал 
с упругими постоянными, характерными для материалов типа СВАМ [4):

Е( = 2640 кг мле, Е\ = 5450 лмг,
тЛ 0.0621 (2.14

Е: 1990 лч маг. Ег 3250 к։ лмг,

Примем R 20 А. 1.25^1’, - 1.25 ?0Л.
Подставляя в (2.7) значения геометрических и физико-механических 

характеристик оболочки, для параметра р получим

р 0.285 — 
Л

(2.15

Из (2.12) можно определить, что длина первой зоны, где М։^>0, 
равна /։ = 10.3 Л, а длины остальных зон, в которых Л/, попеременно 
меняет знак, постоянны и равны I, — 11.0 А (/ — 2, 3,...).

Из (2.8) с учетом (2.15) имеем

М. ■- —(1 -61 Sin 0.285 — 4 0.356 eos 0.285 Л ) (2.161
0.285' Л Л 7

В период зоне Л?* достигает своего максимума ЛА-՜ 1.49<70/г в 
сечении s 4.75 Л: во второй зоне 0.065 д0/у при s 15.75 А-
Сравнивая эти результаты, замечаем, что в 23 раза меньше,

чем М. то есть имеем весьма существенное затухание краевого 
Эффекта.
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Из (2.10) и (2.15) имеем

Г,- = <?„/. I ֊֊ 20 + 4=Д ( °-3427 «VI0-285 4֊ - ’ -9275 соя 0.285 -֊
֊4֊ \ /։ Л

(2.17)

Максимальное значение 7\ получается в торцевом сечении ($—0), 
։ д՛. Г- = 38.31 д0Л.

На основании [5] для 1 зоны, где можно получить вы
ражение для напряжения ~г и убедиться, что слабомоментность в на
правлении ■? выполняется.

С учетом (2.6) и (2.15) определены перемещения оболочки «. и 
построены графики их изменения вдоль оси оболочки вместе с соответ
ствующими графиками для одномодульной оболочки (пунктирные линии) 
(фнг. 1).

Фиг. 1

Максимальные значения растягивающих и сжимающих напряжений 
о сечении 5=0 равны

»«.£.= 6.98 <?„ (т = 4)- »—1. = -8.98д. А —

з.счпх — 39.58

3 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 6
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Классическая теория, если вести расчет по модулям упругости пр 
растяжении (7Г, Е. ), для тех .т.е величин в сечении 5 = 0 дает

п*а» — г 9.36 </0
\ 2 /

...= 35.44 у0

Как видно, в рассмотренных сечениях расхождения в напряжеНМ 
составляют 10—25%. в перемещениях I зоны (фиг. I) до 40%. L

3. Рассмотрим усеченную коническую оболочку, наготовленную Н1 
ортотропного разиомодулького материала, главные направления упру։ осп! 
которого 1-1. 2 2 совпадают с координатными осями 5? т* 11

Пуст»» оболочка одним и торцом (s-’O) с радиусом торцевой окру ж՛ 
ности г г„ закреплена полностью, а на другом торцовом сечении ее 
»5 5։, г г։) действует равномерно распределенное по окружности попе
речною сечения тангенциальное сжимающее усилие 7՜։, кроме того, обс- 
ломка подвергается внутреннему давлению • интенсивностью </о (фиг. 2).

Будем считать, что геометрия оболочки, упругие характеристики се 
материала и нагрузки таковы, что во всех точках расчетной области об՛ 

Фиг. 2.

ломки мы имеем слабомомснтнФ 
напряженное состояние.

В рассматриваемой задаче 
имеем

.¥ у = 0. 2 = Ч<1 (3.1'

и граничные условия таковы; 

при г- г у. := О, ^=0, 1^=0 (3.2^ 

при г -гг: ЛЛ — 0. Т, — — Т^
(3.3)

где ; и радиальная и осевая 
проекции перемещения

: тЛ (3.4)
Л \ и՛.՝ /

(я։:Л - aj:7J - IT'sin'1* </s (3.5)

Для рассматриваемой слабомомемтнон коническом оболочки уравне
ния (1.1) можно привести к одному уранненню относительно некоторой 
комплекс ной функции I). Принимая за независимую переменную г и иг 
останавливаясь на выкладках, получим

£.((/)
/ 12<гцСг; С?.) i cos ?

hr sin* •>
U Ф (г) (3.6)

л

где
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— 4-— — —— (3.7)
(/г2 Г <1г Сц г2

и = V !֊ >■ И. '=֊֊ 1/ ■ с 12 V <3'8>
/г > с12

Г. . . л / , Г, \
----- --— I-----------------------------------— с12՜ *՜՜՜ с2з----- ) 
г$։пг 1» г5։п,т'| 12(спсг։—с£г) 1 ' <1г г /

(3-9)

Сн=֊Г’ <^ = ֊՝ = □ = «пая-а?2 (3.10)
ыи —

Но структуре это уравнение аналогично соответствующему уравнению 
одномодульной конической оболочки (I. 2]. Отличие заключается лишь в
коэффициенте при втором члене и в вы ражен и к для правой части, где фи
гурируют упругие постоянные, характеризующие разномодульность ма
териала оболочки. Упомянутое сходство дает возможность использовать 
для интегрирования этого уравнения тот же метод, что и в классической 
теории [ 1].

В качестве частного решения уравнения (3.6). аналогично класси
ческой теории, можно использовать решение, соответствующее безмомент- 
кой оболочке [1. 2].

1Г° = 0, И° =-------(3.11)
С ОБ ф

Нс вдаваясь в известные подробности [1], решение однородного урав
нения. соответствующего (3.6). берем в виде

2?) + 71т/, (х| 2?)]֊|

+ (А.-,-Л)|Ке«11(х1 Й) + <1тНг1(х) 2/)| (3.12)

где х — независимая переменная

? 3(спс2, —с֊2) 2 ]
-V = I/ -------------т.----------  ,т- (3.1.5)

1 с}| к А

Первое из решений (3.12) описывает напряженное состояние в обла
сти края х=хо (г = /’о); второе служит для описания напряженного состоя
ния \ края л—Л) (г֊Г\<гп). Если численное значение разности хо—Х| до
статочно велике (а именно, если основания усеченного конуса удалены 
друг от друга на расстояние порядка
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то взаимным влиянием краев можно пренебрегать: тогда константы .4։, В 
определяются по условиям на краю хо независимо от констант А*. ко
торые определяются по условиям на краю ль Индексы при коэффициен
тах деформации и модулях упругости в приведенных формулах определ? 
ются после установления знаков главных напряжений согласно следующ» 
му правилу 15]:

при 8, .> 0. < 0: ап,

при О. <0, ов>О: °.г ап

при =« > о, Ч>0: ап> в-п (3.14)

при =.<0, =.<0: °П’ а.л

После отделения вещественной и мнимой частей из (3.12) и (3.8) по
лучим

(3.16)

где = ։'->։ (х| 2 ) — табулированные функции [1], а <■ — /. (х 12) — 

их производные по аргументу в скобках.
Подставляя (3.15). (3.16) в (1.6). (1.7) и прибавляя соответствую

щие частные решения, для внутренних сил и моментов получим

2Лс1д> . / . V 2 , \ / | 2 Л .
А-----------V ---------- '?։ ) Д (•?։ + -------- 'к)4-

айх’ \ х ’/ *\ х 2/
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2|/2 . / 3(апаг։ а;2) | л I
г 4 1’1

Определим порознь А\, В\ — из (3.2) и /12, В» — из (3-3)

.4, = —-------В,=---------------- ------------А, ֊ В, О
^1^4 “Т СоЯд ~}՜ ОоЙд

(3.21)

где

а, ֊ ■?,(х0/2 ) ֊ 1^- ?;(х„ /2 ), а, - 0։ (х„ | 2 ) - 1 2- (х„ /2 ) 
Х0

.1-»,(^/2)֊(1- “֊в) | 2- м*.! 2՜) -!^Ц;ы/2) (3.22) 
\ О‘̂  / .То -’֊О

о1 = ՝>;(хо1'2)-(1֊֊,-)-^-1^(х„Г2) ^֊-ф;(х0/2)1
\ а*., / лг0 | л о I

Тогда окончательно для искомых величин из (3.15)—(3.20) с учетом 
(3.11), (3.21) и (3.22) получим

»7=—1— и,(^.֊11};)֊оЛ^у-Ц;)] (3.23) 
а։а4Ч֊апад \ х / \ х ‘ /
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Числов©« пример

Для расчетов использован ортотропный разномодульный материал с 
упругими постоянными

К 2 1 + _ 6 ֊_ 5 _ °-1 /ЧОПЧ
°и՜* £* йи~ £. ՛ а22= ’ а22~ р' ак — £ (3.30)

Примем

•Ь = 30с, го = 2г, = 5ОЛ, Г0^бОО^А (3.31)

На фиг. 3 приведены эпюры Т։, Т9, Мя и М-..
Из эпюр 7’,, Л/, и Т , Л7? видно, что в направлении 5 слабомо- 

мгкгность выполняется во всей области оболочки, а в направлении 
:~во всей области, за исключе
нием узкой кольцевой полосы у 
края оболочки $ = 0.

Однако, как известно |2, 3], 
классическая теория, построенная 
на основании гипотезы недеформи- 
руемых нормалей, не может дать 
достоверных сведений о напряжен
но-деформированном состоянии обо
лочки вблизи от линий искажения. 
Корректно определить напряженное 
состояние в указанных зонах можно 
лишь с помощью трехмерных урав
нений теории упругости. В осталь
ной же — основной—части оболочки 
имеет место так называемая вну
тренняя задача, решение которой с 

Фиг. 3. 

достаточно высокой степенью точ
ности можно реализовать с помощью какой-нибудь уточненной тео
рии, а в случае достаточно тонких оболочек — н с помощью класси
ческой теории.

Очевидно, в рассматриваемом случае линиями искажения являются 
края оболочки, охватывающие некоторые кольцевые зоны сС. На основании 
нзвге.ных исследований [3] ширину краевой зоны можно принять поряд
ка 0.5 /1. Учитывая сказанное выше, в дайной задаче расчетной будем счи
тать всю область оболочки за исключением краевых полос толщиной по
рядка 0.5 /?. В этой расчетной зоне, во-первых, реализуется упомянутая 
яыше внутренняя задача и поэтому рассматриваемая задача тонкой обо
лочки может быть решена в классической постановке: во-вторых, во всей 

■ кг.занной зоне оболочка действительно является слабомоментнон.
Укажем также, что чем меньше коэффициенты Пуассона, тем меньше 

величина краевом зоны. В частном случае, когда коэффициенты Пуассона 
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равны нулю, краевая зона исчезает и условие слабомоментйости обеспечи
вается по всей оболочке.

Ереванский политехнический институт 
им. К- Маркса Поступила 16 VI 1972

Ն. ւ՚ՍԱքւԱւՅԱՆ

ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՏԱ|'Ա11'ք1Դ(||Վ Ն:1Ո14ԴՑ ՊԱՏՐԱՍՏԱԾ ԱՈ-ԱՆՑՔԱՍԻԱհՏՐհ»։
ՐԵ11ՆՍ.«1.Ո1'«1.11.Ծ ՊՏՏՄԱՆ ք*ԱՂԱՆԹՆ1>1Դ ԱՐհՈ!’ ԽՆԴԻՐ

11. մ փ ո փ ո ւ մ

Լուծված են օրթոտրսւղ տարամ ոգու [ նյութիր պատրաստած աոանրքասի- 
մետրիկ րհոնավորվսւծ թաղանթների համար հետևյալ երկսք խնղիրներր' /) ար
տաքին ճնշման աղղերության տակ գտնվող և եղրում հավասարաչափ բաշխված 
ծռող մոմենտնհրաէ և կտրող ուժերով րեոնավ սրված կիսւսանվերջ շրջանային 
ղչանի խ^՚էխ՚Ը» տանդենցիայ սեղմող ճիգերի ե ներքի՛ն ճնշման ազղեցա- 
թ յան տակ գտնվող հատած կոն ական թաղանթի խն ղ ի ր ր ւ

հւնղիրներր հասցրած են մինչև թվային արղյուն բների)

TWO PROBLEMS FOR AXISYMMETRICALLY LOADED 
SHELL OF REVOLUTION MADE FROM ORTHOTROPIC 

HETEROMODULUS MATERIAL

N. H. 1SABEKIAX

S u in rn a г у

The two following problems for axisymmetrically loaded shells of 
revolution, made from orthotropic heteromodulus material, are solved:

1) the problem for a semi-infinite circular cylinder under external 
pressure and loaded on the shell butt end by uniformly distributed ben
ding moments and shearing forces;

2) the problem for a truncated conical shell under tangential com
pressive force and internal pressure.

Numerical examples are presented.
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