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Г. Г ОГАНЯН

РАСПРОСТРАНЕНИЕ СЛАБЫХ ВОЛН В ХИМИЧЕСКИ 
АКТИВНОЙ СРЕДЕ В НЕЛИНЕЙНОЙ ПОСТАНОВКЕ

Рассматривается нелинейная задача определения параметров движе­
ния реагирующей бинарной вязкой смеси при наличии п ней процессов 
днффузйи и теплопроводности. При отсутствия вязкости, теплопроводно­
сти в диффузии нелинейные уравнения в окрестности волн и их решения 
для всех видов процессов получены в 11).

В настоящей работе показано, что учет указанных эффектов видоиз­
меняет Нелинейное уравнение в окрестности волны для квазизаморожен- 
ного процесса, а также вносит существенные изменения в уравнение для 
случая специальных сред с близкими значениями замороженной и равно­
весной скоростей звука, суть которых — появление слагаемого с третьей 
производной, приводящего, как известно [2]. к дисперсии волн. Для ква- 
зиравновесного процесса находится решение полученного уравнения для за­
дачи о движении поршня с кусочно-постоянной во времени скоростью для 
всего диапазона независимых переменных.

1. Предположим, что в потоке химически реагирующей бинарной га­
зовой смеси происходит только одна реакция. Уравнения движения смеси 
возьмем в виде [3. 4]

+ —(ри) = 0 (1.1)
д1 дх

о (1-4)д Т , кр ор 
дх р дх
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Ч = ~~ 4֊ «֊֊֊֊ ’ <2 = (1.5)
01 г)х

Здесь I время, х — расстояние от плоскости симметрии, р плот­
ность, V скорость, р— давление, Т температура, 5 — энтропия, 
(2 и д сродство и скорость химической реакции, с — концентрация, 
Н — химический понтенциал, /։ и первый и второй коэффициенты 
вязкости. /Л кт Г), кРО коэффициенты диффузии, термоднффузии и 
бародиффузии, величина ՝кМ пропорциональна стехиометрическому 
коэффициенту, с которым входит первый компонент в уравнение хи­
мической реакции, М — молекулярная масса первого компонента, д 
полнота химической реакции.

'1ля замыкания системы уравнений обратимся к соотношению 
Гиббса

7'Л = с!е р(1 V ’1(/с

где е удельная внутренняя энергия, Г7 1/р — удельный объем.
Первые частные производные

представляющие собой уравнения состояния среды, служат недостающими 
соотношениями для замыкания системы. В состоянии термодинамического 
равновесия [3) 0--</—-0. Допустим 11], что вблизи этого состоянии суще­
ствует аналитическая зависимость д от О

Ч~ НА?,с)Ц֊\ с)(22-Ь՛.- (1.6)

Здесь коэффициент /•/. (р, с) 0.
Предположим, что разность значений всех параметров возмущенной 

и невозмущенной газовой смеси мала. Невозмущенные величины обозна­
чим нулевым индексом.

у = £О0г՛', о-*?о() |֊г?'), д = д„ (1 -4 5?'), с = с0 (1 4֊ гс')

/,֊/>„(1 +։/>'), Г=Г4{1 + »П, 5 = ։„ (1 + г.с'), <2 = е<2'(1.7) 
Г'о ‘/о

Для скоростей химической реакции примем [1]

<? = = ^-4՛ (1-8)

где ' время протекания химической реакции.
Введем систему координат, движущуюся со скоростью звука (смотри 

далее), и пусть £ — характерная длина в этой системе. Считаем, что рас­
сматриваемое течение релаксирующей смеси есть короткая волна, то есть 
ширина области, где сосредоточены возмущения, мала по сравнению с рас­
стояниями, на которые распространяется волна. Тогда
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£ ,
/ = —----- I , х - ап/ 4֊ Ьг

’ а0
(1.9)

В выражениях (1.7) (1.9) величины е и А — малые параметры.
При выводе последующих уравнений во всех случаях будем удержи­

вать лишь главные члены.
2. Квлзмровновесный процесс. Аналогично [1). принимая за независи­

мые переменные плотность р, давление р. сродство (?, запишем прираще­
ние удельной энтропии $ п виде

= ( ~ ‘*®\՝ <2,1)
Здесь ас — равновесная скорость звука.

Приращение температуры представим я виде

где ср удельная теплоемкость при постоянном давлении и срод­
стве, с։, — удельная теплоемкость при постоянном объеме и срод­
стве.

Из (2.1) следуем

_ а2 ds / д$ } / др \ </<?
сП °* <// “л \<?р/р.о \<><? Д.»

Комбинируя последнее соотношение с уравнениями (1.1—(1.4). можно по­
лучить

др , . .др
— -г (« ~ «г)-~- -| ра
д{ дх

где

О»------ г
м7

(г՛ н а,)—— 
Ох

— • Ьзс-гЬ\/ (2-3)
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Пусть а0 йео, то есть рассматриваемая короткая волна с узкой воз­
мущенном зоной движется с равновесной скоростью звука в покоящейся 
среде. 11ри.мем

а, ан»(1 |-5аЗ (2.4)

В дальнейшем штрихи над безразмерными переменным:! опускаем.
Линеаризация посредством (1.7) уравнений (1.1) и (1.2) и интегри­

рование дают

(2-5>

Разлагая р=՝р (?. <2. $) в ряд Тейлора вблизи положения равновесия и 
пользуясь соотношениями (1.7). для отклонения давления от равновесно­
го значения получим

= ТтЬ՜ $ + ^<>ан> ’ 5(15 (2>6)

Чтобы приведенное соотношение совпало с (2.5), необходимо потребовать

0=0, 5 = 0 (2.7)

Соотношения (2.5) и (2.7) показывают, что в рассматриваемом прибли­
жении сжатие газа происходит обратимо при постоянном значении сродства 
химической реакции.

Подставляя в (1.5) соотношения (1.7) и приравнивая (1.8). находим

^2- — Л,д, /V, = - (2.8)
б Г ЙеО •

Сравнение определений (1.6) и (1.8) после линеаризации приводит к

<? = -^0. Н..-НЛ (2.9)
•'о чо

Здесь /7ю—безразмерная функция порядка единицы.
Подстановка (2.9) в (2.8) даст

^-=лад
ОГ

Учитывай последнее соотношение, из уравнения (1.4). удержав главные 
члены, находим

— = к,нп(2 (2.10)֊ (г
Из (2.9) и (2.8) видно, что требование (2.7) приводит- к условию

1 или — -
Ог0 
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то есть в квазиравновесном процессе распространения возмущении время 
- протекания химической реакции меньше макроскопического времени 
Ь/аео.

Учитывая требование (2.7), для отклонения концентрации 
с-с ('>, (], 5) от равновесного значения получим

/ дс \ Ро
\ с0

(2.П)

С учетом (2.7) выражение (2.2) после линеаризации запишется в виде

Ро^Р------
■хл

(2.12)

Приращение равновесной скорости звука [1]

= ==(/ПеЬ.—1)р, Шг0= (2ДЗ)
\^о/<?, « Ое0 ^пагП \ О VО /О.»

Выражая формулы (2.10)—(2.13) с помощью (2.5) через скорость 
частиц газа и подставляя в линеаризованное посредством (1.7) уравнение 
(2.3), получим

2етч„^- + 2д±. = [2-+-1-^)
дг <Н Же Ре \д$0 'Р,о Го \ хе /\др9

При = /֊2 — 4- — I) 0 уравнение (2.14) совпадает с уравнением, по­
лученным в [1].

Напомним, что в (2.14) фигурируют безразмерные переменные г и 1' 
и безразмерная скорость и'. Уравнение (2.14) удобно при решении задачи 
о начальных условиях. При формулировке граничной задачи удобнее пе­
рейти от г и 1' к размерным переменным х, ' — / х/ан> и вернуться к 
размерной скорости и.

Можно показать по ( 1.9), что

ду _ Е ду' 
дС А дх
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С помощью этих формул перехода и последующих преобразований урав­
нение (2.14) приводится к окончательному виду

0г> с)у „ 0\>-------- а-у-------— •>------
дх 0՜ 0--

(2-15)

Здесь 7. — тг^а'^, равняется выражению в фигурном скобке ин (2.14), 
умноженной на С։аг^.

В качестве примера рассмотрим задачу о движении поршня с кусочно­
постоянной во времени скоростью

Уравнение (2.15) можно записать в форме

дО ՝ о-Ь 
------- <и.
Ох

2б 1 дЬ V =------- — --
а б 0՜

(2.16)

Условие на поршне х~0, служащее граничным для (2.15). 
начальным для (2.16) Оно задается соответственно в виде

является

при д = 0 V֊/'(/).
I -2 [0 = схр| —/(о| (2.17)

Вид функции /'(Оберем в виде

/'(/> =

О /<0 

к 

О 1>1

то есть /(/)

О ^<0 

к1 0</</ (2.18)

к1 (> I

При исследовании решения следуем методу, примененному для задачи 
установившегося обтекания в [5].

Рассмотрим случай, когда диссипативные процессы бесконечно малы

за ди ударной волны [4. 6],

(о^О).
Решение уравнения (2.15) при 

6 ^ 0 можно записать в виде

V = и(у։). у, ֊- ' 4- ахо (2.19) 

задающем при ух I волну разре­
жения СО, а при посто­
янный профиль п к (фиг. 1).

На фиг. 1 для устранения не­
однозначности профиля введена 
ударная волна £Г, координата ко­
торой " = определяется как сред­
нее арифметическое координат .4 
и О характеристик впереди и по-

откуда получится 

чхк



Распространение слабых волн 9

Точке Л соответствует значение т. — I акх, т, / 2тр Отсюда 
видно, что при х* 2//а£ = ~21 то есть волна разрежения догоняет
ударную волну и профиль V (т) становится треугольным (фиг. 1). Для 
этого профиля величина V на ударной волне падает по закону 
V - к (хф/х) Новое положение ударной волны теперь определится 
как

= / 1-2М^ (2.20)

то есть ширина волны растет пропорционально Г х . Взаимодействие удар­
ной полны с волной разрежения приводит к ослаблению интенсивности 
скачка уплотнения.

Для опенки ширины скачка уплотнения необходимо обратиться к 
уравнению (2.16).

Решение (2.16) при условии (2.17) имеет вид

В соответствии с (2.16) и (2.18)

(2.21 >

Здесь

Л 1 I 1 2 Г V .
А = — 1 1 —— \ е" (/' ех р

2 1 I -

_ а'к?х ^к — I)
43 ” 23

(2.22)

Предполагается, что | / 1, 2, 3, 4. Используя асимпто­
тику интеграла ошибок, найдем приближенные значения для скоро­
сти V.

Следует различать две области значений параметра т։.
А. |*2| < /, а профиль и (") имеет трапециевидную форму (фиг. 1).
I. /. Из (2 21) V получается как

/ —т
ах

(2.23)II ~
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что соответствует волне разрежения 67?. Эффект диссипативных чле­
нов не сказывается.

2. -I Ц - та. В окрестности ударной волны '։ — - — а&х для

v получим

1 -|- ехр
аАгт \
~уГ)

Здесь экспонента определяет положение крутого ударного фронта (фиг-2).
... м 'Ширина фронта остается постоянной и равна л- > что согласу­

ем. Z:
ется со значением Тейлора для ширины ударной волны.

Б. /. а профиль v (-) имеет треугольную форму (фиг. 1).
1. /. В этом случае справедливы предыдущие рассужде-

дения, то есть снова применима формула (2.23).
2. /, то есть вблизи ударной волны (2.20) получим

по (2.21)

I т|. 2) ֊7 ev„ (■։ ()=-2аШ|Г։

v = — 11 - ~ь---------- ---------  1 "Ж-----11
Здесь экспоненциальный член существенен для образования ударной 
волны, а первый член <ада<-т волну разрежения Ширина фронта, опреде­
ляемая диссипацией среды и интенсивностью волны, растет пропорцио- 

— / 2* \
нально | х : ձ’ = ձ I----- ) •

\xftZ /
Итак, взаимодействие волны разрежения с ударной волной вызывает 

не только уменьшение интенсивности скачка, но и рассасывание, сглажи­
вание фронта (фиг. 2).

Этот процесс определяется соотношением параметров Ь и ՜2> завися­
щих от расстояния л. Поэтому следует различать два случая.

1. Ь^! — % 1кх. Тогда экспоненциальные члены в (2.22) ме­
няются медленно. Поэтому

где г—малая вели чина С учетом этого

Процесс описывается уравнением

dv * д'ги- - = 6-----
дх

(2.24)
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При малых х условие Ь^гкх выполняется всегда. Но при х хг не­
равенство меняет знак. Все зависит от того .< ։ ^> л’;: или х^х*.

При л-։<^х* (5) задача описывается полным уравнением ('2.15)> 
а при х։ 2> - линейным уравнением (2.24).

На фиг. 3 показаны области применения решения в плоскости х, Л

3. Кваэизаморожанный процесс. Примем за независимые переменные 
плотность &, давление р, концентрацию с. Напишем приращение удельной 
энтропии в виде

> / О.*։ \ , ? , / др \ / др \ ~аз — I ----  ) ар — а-. </■> — - —— ) <1с » О/ = ( —— )
\ <*/»/₽.< I \ дс Ц. м \ Ф /.. <֊

Здесь а/— замороженная скорость звука. Из (3.1) получим

др _ 2 (/у (Оз X՜1 , / \ (1с_
д/ ' (И (11 \ (1р ■%, г \ дс /е,։ (11

(3.1)

.Аналогично выводу (2.3) можно найти

—— - (иЧ 4՜ ?о/ — г ('^ 4՜ а/)I ^2/ /-з/-т2.4/ (3.2)
д1 Ох 01 Ох |

Здесь

£1/=^и, £г/=(^) (֊^У 4=.
аг \ Оз /Р, е ' Оз /г.
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<2 I /1/. кт дТ к„ др \ О / др \ ( дс
X   [ОУ   : —----"—------- :— ) Г — “7՜ I (------- <

Ох | \ Ох Г дх р Ох / Т \ Оз г \ Ох

Т дх р дх / Ох | ՝ дс г \дТ

Приращение температуры запишем в виде

лт\ <1р _10?<Л, ./4М <1с . ч֊֊^- (з.з)
\ др /;,1С X/ \ Ос 'о, т СГ. г

где с,. удельная теплоемкость при постоянном давлении и концентра­
ции, с . — удельная теплоемкость при постоянном объеме и концен­
трации.

Пусть теперь ао=а/О, то есть скорость движения рассматриваемой 
короткой полны по покоящейся смеси равна замороженной скорости звука. 
Примем

а/ = “/Д1 ‘ еа/> (3'4)

Как н а п 2, штрихи над безразмерными переменными в дальнейшем 
опускаем

Отклонение давления р =р (?. 5. с) от равновесного значения в по­
коящейся среде

= ( —) %И՜ а^Г'оР * / ) С(,0 (3.5)
՝О5о/^ \<*са/Р.,

Линеаризация посредством (1.7) уравнений (1.1) и (1.2) и интегри­
рование приводят к выражениям (2.5) с заменой на а/0. Сравнение 
только что сказанного с соотношением (3.5) приводит к требованию

с — О, 5=0 (3.6)

иными словами, в рассматриваемом процессе сжатие газа происходит об­
ратимо и при постоянной концентрации реагирующей смеси.

Аналогично выводам п. 2 можно легко получить

4^- ЛГ.д, — (3.7)
дг «/о-

4 = ^0 (3.8)

Требование (3.6) приводит к условию М << 1 .Действительно, из (3.7) 
следует, что пргС։\'г/К 1 ({ 0. Линеаризуя уравнения (1.4) и удерживая 
главные члены, с учетом 7- 0. получим с —0. Таким образом, при квази- 
эамороженном процессе распространения возмущении время т протека­
ния химической реакции много больше макроскопического времени 
^°/о-
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После линеаризации посредством ( 1.7) и (1.9) ураннснис (1.4). и ко­
тором удержаны лишь сланные члены, приведется к виду

Ос _ ая к,й I д'՝Т кМ I др
_ — 1 ' " ““ ——— ——— I • - )
дг ?о<՝о О г /- О г՝ !- дг3

Имея в ниду требование (3.6). выражение (3.3) после линеаризации 
запишется в виде

(,^р ) I\р^р
В принятом приближении |1]

а1 — (/п-ч 1) р

(3.10)

(3.11)

Здс< ь

1 / д-р \
/И/ц •», л ։ I . »п )^0а/Ь ՝ <М/|.г

Подставляя соотношения 
(2.5) через скорость частиц 
уравнение (3.2), получим

(3.9)—(3.11). выраженные посредством
газа, в линеаризованное с помощью (1.7)

Если выбрать неопределенные пока малые параметры таким образом, что­
бы (1]

2։/п/0= 2Д =М//։0
^/О՝ ■ ••*՝ ^'о ’

пыра.неиию в фигурной

скобке, уравнение (3.12) запишется в виде



14 Г Г. Оганян

dv dv â2v— -b V -------b и = —
Л dr dr2

Если в (3.12) положить >j = ?.2= A- /j = 0, то оно совпадет с 
уравнением, полученным в [1|.

4. Среды с близкими скоростями звука. Аналогично [1]. дифференци- 
руя по р тождество р (р, s, Q)^pfa, s, с (у, s, Q)], пай дем связь между 
замороженной а/ и равновесной а,- скоростями звука

1 е?.» / à՝e \ /д‘е \= е-=(М„ <4Л>
Равновесная скорость звука может достичь значения замороженной ско­
рости лишь при ei2=0.

В рассматриваемом случае значения скоростей а/ и а, н покоя­
щейся среде близки, поэтому величина е11Х1 мала. Положим

<&» = *« —<»֊ (4.2)
Я»

где е„ новый малый параметр, безразмерная величина порядка 
единицы.

При переходе к безразмерным переменным и последующем упрощении 
уравнений движения смеси необходимо в (1.7) и ( 1.8) сделать замену

<7 Q' — ^aQ', c' — s<,c‘, q -• t„q (4.3>

Как и прежде, штрихи над безразмерными переменными опускаем.
Гак как скорость а0 движения волны не совпадает с и а,, то, 

согласно (4.1) и (4.2), положим

а., — а/о = е>ов/о. «о — «о. s>oerj (4.4)

где с,,, и з/0 — постоянные порядка единицы.
После линеаризации уравнение (1.3) в порядке до г* даст s = 0. 

Болес точная оценка показывает, что [II s~'£՜.
Для отклонений давлении (2.6) и (3.5) с точностью до ss? полу­

чим соответственно

= (4.5)
</о

Из (4.4) и (4.5) видно, что в порядке до оба отклонения сов­
падают друг с другом и равны (2.5) с заменой н,0 на л0.

Можно получить

0 __,ек* (4.6)
Ро
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Из уравнения (1.4) в порядке до з- получим

±. = 2’» А (4.7)
Ог росо о г

Комбинируя (4 7) с (3.8). (4.6) и (2.5). находим
I £ = мН։. (-֊~ Я - ’*-=ог-) (4.8)

С учетом второй формулы (4.4). линеаризация посредством (1.7) и (4.3) 
уравнения (2.3) дает

л А ди о о ? ди / 4 / ։ . \ <>'г»24 2: — 2^ — = ( — —±- + -֊ —
д! дг дг \ 3 ?оаоЬ ■ дг-

Х (\ _ 1 °1.! .1 ___ Ек  С120
Р 7/֊՛.?> е1։о &

ктР Вл &Т Ц,1)Вл £>
£ Роао^г- £ дг'

Аналогично из уравнения (3.2) выводим

од д& л о у , ди
2Д 2-/ПЛД’----- 2\’.=/" —

д/ дг " дг
4 > , к, \ д ՝ у
3 ?оао^- РвОо^* / дг՜

!Р(^Р\ 1 ;э '7^120 ^<1
£ \tfSoA.« ?п°о дг- ?п°о дг

ктВ <>՝ 7 крО В/,, д-р 
£ дг2 £ ՛’'՝՛

(4.10)

Уравнения (4.9) и (4.10) должны совпадать друг с другом.
Действительно, с точностью до гпл гтч {др Оц^.

-(до1оа^^^ {дТ>др^Ьг = {дТ'др^^ 0, у., Х/-Учитывая (4.4), из 
(4.5) получим

Ц3,а-.м) (4.11)
а а֊е1։л ՝ о о 110

Подставляя (4.11). (4.6), (4.7) в (4.9). приведем его к виду (4.10)
Выражая (4.10) посредством (3.10) и (2.5) через возмущенную ско­

рость частиц смеси и исключая из полученного уравнения и (4.8) полноту 
реакции <7, получим

ди
24----

д։

ду
4֊ 2 (:ятог» — :;-Зн)) — 

дг /V, ^։о^Р2аое110 дг'-
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|._ч---------- к— /Ё1\

_, ‘ /1 1 \ / \ к,,Р К/0 | Г7^ ,
А а0Г0 \ х /'о'Ро А. с А а„/»0 1

. 1 А> И Л1 4 _Ь_ 4.
ЛА ’г7^<?и-/Ао I 3 [|)ас£ ?о«о£

,-4-Л ±у°п (^\ ֊
°ЛГ/(,1 (<А \ Х X 0$о г. С \ ^Ро/ '-. с

֊1 А1/2 ^/<> / ] а„а> Д/о । сру
А «а А */^А« Л»г А иоро (<)г’

1 Ро д (ЛА 2 ди ।
Лгг А/И|* </(‘ено <>г I д1 (/г I (4.12)

В нрсдельных случаях уравнение (4.12) переходит в (3.12) и (2.14). 
При /֊! = /, А - А* = 0 уравнение (4.12) совпадает с уравнением, полу­
ченным в |1).

Подчиним малые параметры связям

и обозначим

з«о , 1 Ро
О "*■ ■ • > / ~~~ • ՛ ՛ ■ ■ ■ ■ ■ -

е /По ЛА

5 выражению в фигурной скобке слева, деленному на -/п0. 
Переходя к новой функции о — =■ и, приведем уравнение (4.12) к 
виду

дц аи / -+- <) с/2и '.I о՝и . д / Пи ди \
— + и-------------------- - -У----------= I-- I----- .-и----- )

<Н Ог 2 Ог՝ 2 Ог3 дг \ (И Ог /

В заключение автор выражает глубокую благодарность Л. Г. Багдоеву 
за постановку задачи и ценные указания.
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₽Ի1ր1«ԱՊե11 ԱԿՏԻՎ ՄԻՋԱՎԱծՐՕԻՄ ՐՈԻՅԼ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴԻՐԸ Ո2 ԳԾԱՅԻՆ ԴՐՎԱԾՔՈՎII. մ փ ււ ւ|ւ ո ւ մ
IIտացված Է քիմիապես ակտիվ րինար մածուծիկ խառնուրդում քհ՛ ղ ալի]֊ 

ների տարածմ ան ոչ դծային (էւէք/յրի լուծումր դիէխսդիայի և ջէ»րմափոխանակու- 
ք1յան Հաշվառումով:

Ցույց է տրված, որ նշված էֆեկտների հաշվի առնելը ձևափոխ ում է խնդրի 
"չ դծային Հտվս/սարա մը ալիքի շ րշ ա էլ ա յ րո ւ մ կվ ա դի սաոե ցվ ած պրոցեսի Հա֊ 
մար, ինչպես նաև մտցնում է էական վ։ով։ոխու[՝շուններ ավասարման մեջ այն 
դեպքում, երր հատուկ միշավայրի Համար սառեցված և Հավասարակշոայի՚ս 
ձայնի ար ա դ/ւ ւ [I յււ ւնն ե ր ր անեն մոտիկ արժեքներ Ավաղի Հավասարակշռված 
պրոցեսի Համար ստացված հսւվասարմ ան (ուծում ր դանված I. մի մասնավոր 
դեպքի Համար, որր վերաբերվում է րստ մ ամանակի կտոր աո կտոր Հաստա­
տուն արադռւխ յամ ր շարժվող մխոցի խնդրին։

PROPAGATION OF WEAK WAVES IN A CHEMICALLY ACTIVE MEDIUM UNDER NON-LINEAR STATEMENT
G. G. OHANIAN

S u m m a r yThe problem of obtaining a non-linear solution for a viscous reac­hing binary mixture is considered under diffusive and heat-con­ductive effects. The above effects are shown to change the non-linear equation in ihe vicinity of the wave in the quasi-frozen process as well as to change essentially the equation of special media where the ve­locity of sound in the quasi-frozen case and that in the quasi-equilibrium case are approximately equal.The solution for the quasi-equilibrium equation is found.
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