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Г. С. ВАРДАНЯН. В. Д. ШЕРЕМЕТ

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ В ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ 
ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ

§ 1. Введение

1. В теории ползучести для сред с неинвариантными свойствами 
во времени H. X. Арутюняном |3, 4) доказаны теоремы, устанавли
вающие связь между напряженно-деформированным состоянием упру
го-ползучего тела и упруго-мгновенной задачей для этого же тела.

Согласно этим теоремам, для пространственной задачи линейной 
теории ползучести, когда коэффициенты упругой поперечной дефор- 1 
мации И") и поперечной деформации ползучести ■'(/, ") постоянны и 
одинаковы,

V (т) - ч U, -.) ч const (1.1)

напряженное состояние в теле вызвано внешними силами, справедли- 
вы следующие зависимости*:

f
?#/(*)  = (I). Ï,U) = *"«)  + -)d- (1.2)

<•
•I

Здесь и и дальнейшем з,/(0» Ч'(0 и соответственно
напряжения и деформации с учетом ползучести и их упруго-мгновен
ные значения.

Если же напряженное состояние к теле вызвано вынужденными 
деформациями (температурные, влажностные и др. воздействия) и вы
полняется условие (1.1), а граница тела свободна от закреплений

t
Ь.Д--) КО. --'rf- Ъ<‘) (1.3)
J . л(-)

где £?(/) -модуль упруго-мгновенной деформации, £(£ ') и R (I, ~)— 
ядра ползучести и релаксации, связанные соотношением |1]

t
L(t. t) R(t, T) = (՛£(/, ;)/?('. (1.4)

’ Когда напряжения в тело постоянны или являются линейными функциями от ко- 
ордина;. го зависичостн (1.2) справедливы независимо or выполнения условия (1.1).
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Установленные И. X. Арутюняном зависимости (1.3) при выпол
нении гипотезы (1.1) были распространены С. В. Александровским [1] 
пл случай, когда па всей границе тела или ее части имеются жесткие 
связи.

Указанные теоремы позволяют заменить задачу отыскания напря
жений (деформаций) в упруго-ползучем теле соответствующей упру- 
го-мгноненной задачей roro же тела. При этом для определения упру
гих напряжений могут применяться экспериментальные методы, в осо
бенности поляризационно-оптический метод, как наиболее перспектив
ный метод моделирования.

Результаты экспериментальных исследований поперечных дефор
маций различных материалов противоречивы [1]. Однако на основании 
этих исследований можно заключить, что условие (1.1) для многих ма
териалов не выполняется. В связи с этим важно оцепить роль гипоте
зы (1.1) в этих теоремах.

При несоблюдении гипотезы (1.1) И. Е. Прокоповичем [8, 9[ бы
ло исследовано плоское напряженное состояние.

Все эти исследования относятся к односвязным телам. Некото
рые высказывания в случае многосвязных тел в предположительной 
форме содержатся в работе [10].

2. При моделировании плоской задачи поляризационно-оптическим 
методом важно знать влияние физико-механических характеристик ма
териала на напряженное состояние в теле, обладающем ползучестью.

Согласно теореме М. Лени-Митчелла [7] в первой основной зада
че плоской теории упругости напряжения в односвязном теле не зави
сят от упругих констант материала. В случае многосвязного тела нап
ряжения не зависят от констант материала, если равнодействующая 
сил на каждом контуре равна нулю или приводится к паре. В работе 
|5| теорема М. Леви-Митчелла распространяется на случай пластич
ности и ползучести, при этом связь между деформациями и напряже
ниями записывается в виде

՛--1(1 -г Ч <• (/» 4-///Ю (/, j'= х, !f) (1.5)
Ел

Здесь модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона ՝• рассматрива
ются постоянными, /,• (?) — ։./) • функции, учитывающие деформации
пластичности или ползучести, которые могут зависеть как от време
ни, так и от истории нагружения.

При доказательстве принято, что в функции /,;(/) коэффициент 
Пуасфона либо равен 0.5 или нулю, либо не входит вообще. Таким 
образом, это доказательство справедливо только при весьма жестких 
ограничениях.

В случае плоской задачи термоупругости в односвязных и много
связных телах, когда граница тела свободна от нагрузок и закрепле
ний, напряжения пропорциональны Ет. для плоского напряженного сое- 
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тояпия и £? (I - v) для плоско։։ деформации, то есть относительное 
распределение термоупругих напряжений не зависит от констант ма
териала Е, а и ч [6].

В работе [11| показано, что теорема М. Леви-Митчелла и теоре
ма, доказанная в [6], распространяются на тела, описываемые линейной 
теорией ползучести Г. Н. Маслова —Н. X. Арутюняна, при выполне
нии условий (1.1).

В настоящей работе теоремы I I. X. Арутюняна, М. Леви-Митчел- 
ла и теорема, доказанная в работе [6] для термоупругих напряжений, 
распространяются на случай плоской задачи линейной теории ползу
чести при невыполнении гипотезы (1.1).

§ 2. Обобщение теоремы Н. X. Арутюняна в плоской 
задаче теории ползучести

Как известно [3]. для упруго-ползучей среды сохраняются обыч
ные уравнения равновесия, граничные условия и уравнения неразрыв
ности деформаций, а физические уравнения имеют вид

Ч'О = г?/0 -֊r^-|(։+v(/)l=.7«)-M(05«)}֊ 
£ v / I

է
(2 г,.,) -) + г,(л -)]-Տ(-)•)) л

I 0՜ dz

Здесь г", (/)—компоненты вынужденной деформации, Чу-символ Кро
некера, а

МЛ -■) ; С(Ъ 5, и, ф ^֊֊^(1, г) (2.2)
Е\-} £(-)

соответственно удельные относительные продольные и поперечные 
деформации с учетом ползучести; С(/, ՜) -удельная продольная де
формация ползучести.

В случае плоской деформации в (2.1) следует принять 

= ^, (0 - Լտ(է) = г,. (О = Г„(/) = 0 

5{/)=7о(0 -;-7уу(0 (2.3)

Условие £....(/) О приводит к линейному интегральному уравнению 
Вольтерра относительно зг;(/). Решая это уравнение, получим

т„(о = ч <)[=.. (о -Ч,.,(«;]+ (2.4)
I է

-т Е (է) (՚ (-) — ^<-)]Л'(Л -)մ:-£(ք) £«)- р„(-)Я(Л ') </•
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где
I
\Н(1. ") -МЛ > (2-5)
и </• £ (•) 0’

Подставив зг;(/1 в выражения (2.1) с учетом (2.3), получим для 
плоской деформации следующие окончательные физические уравнения:

г

■ .......И ■=«

! 
+ ( [“„<-) А/, ((, -) ‘ э„(-)М,(/. -■)</■ 

а '*
....................................................................(*»  у) 

I
МО =■•&(<։ I-2Щ֊(֊ =■.,(/) - -[--(л ֊■) '\и. 41*1

I. Е 1.0 О- I
Здесь

I
Ми, -)= •<(/)«(/. •) £(-)^-«,(6-)

Л о-

(2.7)
(

М&, т)= С £($)£(*,  ֊-} 0^ >(/)^(/, ^) +

Г (2.8)

4- ■'(''•) — "ч (Л т)----- —''{1, -}о-. ()֊.

м.։(1, О мл, т)+ -.) ։,(/. .)] (2.9)
()-

Подставив (2.6) в уравнение неразрывности деформаций и исключив 
напряжения <,,,(/) при помощи уравнений равновесия, после введения 
функции напряжений по формулам

7 /П <* 2*(')  7 ,п . <* 2ФЮ 7 и} ^(Н/) (2Ю) 

получим следующее интегро-дифференциальное уравнение:

ф(/) Сф(-)г_£И-_д/1(6
’ 1 — V- (А)
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г
, £(!' ։ !’■(/) ^.(0+- ( 7=я",(:)Л/(/, ! (2.11)
1—7-(О I .)

-I
(/) 1 гИП I дХ(П дУ(1) I

ду՞ дх~ дхоу Е(() I дх ду

I ОХ Оу О- )
“|

Здесь ХИ), /(/)—проекции объемной силы на координатные осп х, у.
Рассмотрим мкогосвязное тело, поперечное сечение которого ог

раничено несколькими замкнутыми контурами, из которых наружный 
контур Г(1 охватывает все остальные контуры Г; (Аг = 1, 2,--, Лг).

1. Плоская лефор.иация.
а) Пусть напряженно-деформированное состояние в этом теле 

вызвано действием поверхностных сил (х, у, (), /7(х, у, /). Тогда 
уравнение (2.11) примет вид

I
V*  Ф(0 - ^Ф1Ч-1 ֊ М,Ц, -)</■ =0 (2.12)

Это уравнение- относительно ?4ф(0 является однородным линейным 
интегральным уравнением Вольтерра второго рода и имеет только 
нулевое решение

7*ф(0  = 0 (2.13)

Граничные условия для функции Ф (/՛) на внешнем Г„ и внутренних 
контурах Гд имеют вид

В А
Ф(/)= Цх/у (0 — йЛ (/) 1^5 X Л (/)</$ +

о 0

т- у \ /л 0) ds i- xlk (0 -+- y)k (/) - ’u. (/)
0

4L|-i:A(0rfs-/ll0 I

On dn | J

(2.14)

4
+ ?»ю

*/я I.! 
о

{к = 0, 1, 2,--.. лч

Здесь /*(/),  /!</), ;..(/) произвольные функции от времени, которые 
для внешнего контура Г: можно принять ранными нулю.
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В случае многосвязного тела угол поворота о>.. (7), перемещения 
и (/) н г»(/) могут быть неоднозначными, поэтому необходимо соста
вить три условия однозначности этих величин:

О, (2.15)

показывающие, что если в теле отсутствуют дислокации, то их при
ращения равны нулю для любого момента времени / при обходе каж
дого из внутренних замкнутых контуров Г*.

Если выразить условия (2.15) через функцию 4» (/), с учетом гео
метрических соотношений Коши и условий (2.10), (2.14) и (2.6), при 
отсутствии вынужденных деформаций, получим окончательные усло
вия однозначности в виде

1
7(0 - 1Ч(т)ЛА(/, т),Л = 0 (2.16)

л, (/)- —1— р՝»а) + С к ым,(/, ч-
1 ֊ V (/) ,1 |

+ Р’‘'(Ч-^[8(Л Ч + М'. Ч] ,֊ 1^ = 0
О’ 1 — (/) I

л.(0 -(0 " ] }Л М1(1՛?) *

*1

+ /><* ’ (■) -֊ [«(6 Ч + «> (/. Ч] ֊ = о

где

у" Ф(/) дя (2.17)

у՜՛ Ф (/) (/5

с/п
\ - Ф ((} /Ь

(2.18)

5 Нзвесгия АН Армянской ССР, Механика, № 4
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= ф^1*л ‘чо-я/!‘чо1*  фл‘’О)*  (2.18) 

' к ' к

Условия однозначности угла поворота (г) и перемещений 
;/(0 и г>(/) для упруго-мгновенной задачи получим из (2.16) при 'i=Z.

9(0 = 0, Л(0-, \ Х‘’(0 = 0, А.0-—Ц-Л‘>(0=0 
1 —v(o 1֊'*(0

(2.19) 
где >(/), У՜,! (0 и /’.(/) определяются по (2.17) заменой функции 
Ф(/) па Ф(0-

Итак, уравнение совместности (2.13) и граничные условия (2-14) 
задачи ползучести совпадают с соответствующими уравнениями упру
го-мгновенной задачи. Условия однозначности для углов поворота сов
падают, так как первое из условий (2.16) представляет собой одно
родное линейное интегральное уравнение Вольтерра. Совпадение ус
ловий однозначности перемещений возможно в том случае, если вто
рое и третье из условий (2.16) будут однородными линейными интег
ральными уравнениями Вольтерра. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:

^(/)=^(О = о (2.20)

Из выражений (2.18) видно, что равенства (2.20) имеют место, если 
выполняется одно из следующих условий:

1) на внутренних контурах Г  не приложены силы;*
2) системы сил, приложенных на каждом из внутренних контуров, 

приводятся к паре;
3) результирующие указанных систем сил равны пулю на каждом 

вн у т р е я не м контуре.
Условия 1). 2) и 3) совпадают с условиями Митчелла [7], полу

ченными при рассмотрении вопроса о влиянии коэффициента Пуассо
на на напряжения в изотропном линс-йно-упругом многосвязном теле.

Так как уравнения задачи с учетом ползучести (2.13), (2.14) и 
(2.16) совпадают с соответствующими уравнениями упруго-мгновенной 
задачи, то отсюда следует, что для одно- и многосвязных тел при 
выполнении условий Митчелла имеем

Ф(/) = Ф(О (2.21)

На основании <2.21) с учетом (2.10) и (2.4) получим связь между 
напряжениями с учетом ползучести и упруго-мгновенными напряже
ниями

-Л-.Г (О - Ьх (/), Зуу (/) ֊ ((), :.г,7 (/) =■ Злу (О (2.22)
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“»(/) = ;.-.֊(/) 4֊ I ֊)</- (2.23)
.) '' (-)

Подставив (2.22) в (2.6) (при отсутствии вынужденных деформа
ций I с учетом обобщенного закона Гука, получим связь между дефор- 
мдцнями

»«(/) :..(О-г- :) + ։,, (:)£.. (/, :)]</- (2.24)

............................................................................................(*»  у) 
(

4,(0 = =.,(') р„(01/-1(Л -)-4(/, ֊)]<*•  (2.25)

Здесь

ИГ . 14*4*)  1-24^) 1-2’Ф) 1(2.26)

Ер)_ | _
14-4411 -*М4 •)

б) Допустим, что напряженно-деформированное состояние в 
го-ползучем теле вызвано действием вынужденных деформаций

= И*»  у. 0 (2.27)

В этом случае уравнение (2.11) принимает вид

V1 Ф(0 + 1<м-) ֊֊^—1-уЧ0 1 (2.28)

£(/) 
1-^(0 ?= (14 аГ(.)Л/(/, ֊)</.

Сх)ответстпу{ощее уравнение упруго-мгновенной задачи будет

?.ф (и = _
1 - ’НО

Граничные условия обеих задач записываются в виде

(2.29)

д ( ДИ1‘(0 
д$ \ дх

(2.30)

Условия (2.15) с помощью соотношений Коши и уравнений
(2.10) и (2.28) можно выразить через функцию напряжений Ф (/)

(2.6),
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3(0 i’3(0 —£(;’ м,(t, :W:T -^£L rf(t) +
J l—>-(O 1—v(f)

+ ^=°

*МЛ(т,т^л''(л z)d'<^'w+
йуь) ■ -.у,/֊, о (2.31)
J 1 -֊•*-(/)

}f
F, (/) -Г С A (-) E(l)— M, (t, -) d--r >.J (0 +

J ։-’*։»  ։-’(»)

1 -*-(O

Здесь

*?(*)  = t — a T<t)ds
J (,n
'k

(2.32)

iT(t) dsд оу-------r X ----
Os 0n

Ядра -■) и *)  определяются выражениями (2.7) и (2.8).
Условия однозначности для соответствующей упруго-мгновенной 

задачи получаются из (2.31) при '։ t.

‘АО -։—^(о-о 
i ло

•/—j°.(0 0. Л.(/) -AL±-^(O = O (2.33) 
1 —Л0 1— ЛО

Из сравнения уравнений совместности (2.28) и (2.29) найдем сле
дующую зависимость между Ц>ункциямн напряжений Ф (0 и Ф(0։
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/
Ф(О֊Ф(О - I Ф(-)<?(/. -)</-+ ՛։■(/) (2.34)

V
Г "։
Подставляя это выражение в граничные условия (2.30) и условия од
нозначности (2.31) и требуя совпадения этих условии с соответствую
щими условиями упруго-мгновенной задачи, получим следующие урав

нения для определения функции Ф(/,):

гФ(/)-0 (2.35)

янутри области, а на границах Г„ и Гд.
I = А /_фп ՝ = 0 (2.36)

с'х \ ду • дз \ дх

После некоторых преобразований из сравнения (2.31) и (2.33) следуют 
Следующие условия однозначности:

I
^(Л--£(? ч м,(/, Д<Л = 0
,) 1 - >• (/)

А (0 : 1՛ А(Ч Е(1} ■ Ч (Г, Ч <Л= О (2.37)
.) 1 —*-(/)  

/
А (о - (А (-> + - ч и. -) <!-. о

Из (2.35)—(2.37) следует, что можно принять Ф (/) =^0 внутри и 
на границе одно- или многосвязной области. С учетом этого и выра
жений (2.34), (2.10) и (2.4) получим следующие зависимости между 
напряжениями с учетом ползучести и упруго-мгновенными напряже
ниями

^/(1) = ’о(')֊ | а,/=х,у) (2.38)
м

<
?..(/)-^(/) ([»..-(-)<?,(/. ч -’Т(-) ОДЛ-)] <։-■ (2.39)

Здесь
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»(ООО. -)-£(0А'((, -)+ [е(/)Л?(/, ')(?(;, ֊.)</■

(2.41)
ОД«, ֊ Е («)£(/, -)֊Е(т) (?,(/, т)

где 6’(/, т) резольвента ядра Е (/) Л/Д/, “)/(1 ''2(О)«
Далее, подставляя (2.38) и (2.6) и учитывая выражения для 

обобщенного закона Гука, получим зависимости между деформациями 
соответствующих задач в ни де

I
(/) = £,,(/) ֊ + .) -аГ(т)^(/, Т)]<л

х. (2.42)
................................................................................................................(*,!/)  

I
^у (0 - гхч (/) - । (') [Л/Д/, т) - Л/Д/, т)],Л (2.43)

В выражениях (2.42), (2.43) приняты следующие обозначения:

:>՜ гД(1 ’>+»(№('. ■=)] 
[1~2*(:)][1+^)1

/У2(/, ֊) = --------- Е{՜^-----------
[1-2у(т)|[1-5 > (т)]

[Ч“)С,(/, 1(1 ^))б\(б .)]

4(6 ^Т^77։6’(/’ ^)-Ь4(6х)]4-Л/(/. X) (2’44> 
1 — 2у (-.)

II. Е случае, плоского напряженною состояния н (2.1) следует 
принять

(/) = =у.- (/) = (/) (/) = 7уг (/) = 0 (2.45)

7(/)=7д. (/) 7,у(/)

Тогда получим следующие физические уравнения:

- -‘> //\ =л-л(/) 7 (г) Дуг/ < < I(О л.(О Е{։}

[ м-)—$(/. -•)֊=ж(-)—;>։(б 
,) О' ]

• (х. у)

’ V; (0 - г; (/) + 2 -

- С7„(.) — .) + мл -)]^1
/Л I

(2.46)



О некоторых теоремах п плоский .адаче линейной теории ползучести 71

Г //\__-о /п 7 [3>.т (/) ՛ '</«(/)] .-”<О—„(И ——---------- *֊
I

+ С|7„м + ;ич]-^М'. -)</-■ 
г * •

Из сравнения выражений (2.6) и (2.46) с учетом (2.27) видно, 
что для перехода от плоской деформации к плоскому напряженному 
состоянию необходимо в (2.6) произвести следующие замены:

■ I на а-1 *՜  7(0 ■ , £(/) на Е (I) ——(2.47)
1-Ь2/(П [1 Н(О]=

»(/) м-^ • М,(/, -■) на ֊֊ -о((, -), М(1, на 0(2.48)
14֊ у (О <>•

1 аким образом, в случае а) получим зависимости между напря
жениями

(0 = (0. ъ,*  (0 = ’9М (0, 7.» (0 = *.у(0  (2.49)

■а соответствующие зависимости между деформациями будут 
/

(/) = £,,(04֊ |>,,(-)К։(Л -)4-М(-)Кдл ')]</• (2-50)

.......................................................................... (*,  '/)

м(П = ..Л0+ 14(-)[£,(/, Ч К,И, -.)]</-. (2.51)
I •

Здесь
К՝ (I, х) = - Е{'} •'(') —;'։ (Л ') — 4Л-)|

1 - у2 (-) сН | (2.52)
I ^(л^)=֊^Ц- — ';։(/. х). .ф)Ази, ,)| 

!-•/’(-) I
Воспользуясь выражениями (2.49) и (2.46) (при отсутствии вы

нужденных деформаций), получим связь между деформациями =.-.-17) и 
1-/1 (/) в виде

|
е՜. (/) ■ (/) - Г ։„е> Ц1'. «, (2.53)

у1 V (т) д-

. В случае б) зависимости (2.38) перейдут в следующие:
/

- =.ДП֊ ( ’о(-)^֊ Я(/, (2.54)
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а соотношения .между деформациями (2.42), (2.43) примут вид 
г

-7ХД(/) е,чд(0 | [;Д,(:)Я։(/, -) ^(т)//,(/, ֊) - 7 Г(т) //,(/, -)]<Л(2.55)

...................................................................................................(*,  у)
I

7д.,(0 ֊ х„(0- | -■) - 1М, ■}]</-. (2.56)

где
/-/, (I. -.) = ,'՜1 М(1, Н. ((, -)=֊1- М(/, •=)

1 —>՝(-) ՝•{')

Нх{(. 7) - - /У,(/, 7) (2.57)
7(֊)

Далее, подставив (2.54) в (2.46), получим зависимость между де
формациями (О и г.. (/) п виде

/
։..-(0 = ֊֊.-40 [‘[;.-Д7)-аГ(7)|М(*-  •> <1- (2.58)

Л 7 (■)-I
Таким образом, при несоблюдении гипотезы (1.1), на основании 

вышеустановленных зависимостей (2.22)—(2.25), (2.38) (2.43) для 
плоской деформации и (2.49)—(2.58) для плоского напряженного сос
тояния, выражающих связь между решениями задачи с учетом ползу
чести и упруго-мгновенной задачи в одно- и многосвязных телах, мож
но сделать следующие выводы.

1. Если напряженно-деформированное состояние в упруго-ползу
чем теле вызвано действием поверхностных сил, то для плоской зада
чи компоненты напряжений с учетом ползучести (кроме з.г (/)) совпа
дают с соответствующими упруго-мгновенными напряжениями. Компо
ненты нормальной деформации (кроме г-. (/)) перераспределяются по 
координатам и времени. Остальные компоненты напряжений и дефор
маций трансформируются во времени.

2. В случае вынужденных деформаций компоненты напряжений 
(кроме з«(Л) и сдвиговой деформации трансформируются но времени. 
Остальные компоненты напряжений и деформаций перераспределяются 
по координатам и времени.

(Следствие. При выполнении гипотезы (1.1) имеем
м(с й = к а, ад,ед/.,) = -) = ад, т)

= ад, г) = ') Я.(л -.) /<(/, т) = //л(л х) = о

7)= /с,(/, 7)= £,(/, 7) = Д(/, 7) (2.59)
Г- (-)
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Q(i, -) = Q,(t. •) H(i.= ■.)
fz (-)

На основании этих равенств установленные выше зависимости 
(2.22) (2.25), (2.49)—(2.51) и (2.38) (2.43), (2.52)-(2.58) упрощаются 
и. переходят соответственно в зависимости (1.2) и (1.3). Отсюда сле
дует. что теоремы Н. X. Арутюняна справедливы также в случае 
многосвязных тел. Более того, легко показать, что если напряжен
но-деформированное состояние в многосвязном теле вызвано поверх
ностными силами, то теорема Н. X. Арутюняна остается справедли
вой независимо от выполнения условий Митчелла.

Действительно, в этом случае условия однозначности (2.31) для 
плоской деформации примут вид

t
7(0 + ( ■><•> ~Л(/’ '>d՜- =0 

. & <*)
t

h М4) <о | £(■)- У֊ р!,“։Ь) ->rfT=0(2.60)
I — V J 1 — V л (■)

t
։’ Л(-) ֊’*

1 — V 1 — v Е (֊:)

а для плоского напряженного состояния
t

Л(1) (1+4 р'«(п Н^(-) (I -(?'“(•)] Д/, 4<!-. о
J Е (“)

(2.61) 
г

£(|)֊(1 + ’) А,‘>(о ֊ ЙЛС) я ~ ЦI. ^<1-=о 
J А (*)

Условие однозначности угла поворота •՛>.-(/) совпадает с первым 
из выражений (2.60). Условия однозначности (2.60) и (2.61> являются 
однородными линейными уравнениями Больтерра. Решения этих уравне
ний совпадают с соответствующими условиями однозначности упруго- 
мгновенной задачи. Отсюда следует, что для многосвязных тел тео
рема И. X. Арутюнян.т справедлива независимо от выполнения усло
вий Митчелла.

$ 3. Исследование влияния физико-механических характеристик 
материала на напряженное состояние упруго-ползучего тела

Покажем справедливость следующих предложений.
Предложение /. Если няпряженное состояние я односнязном или 

многосвязном упруго-ползучем теле вызвано действием поверхностных 
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сил и выполняются условия Митчелла (2.20), то в плоской задаче 
напряжения с учетом ползучести не зависят от физико-механических 
свойств материала.

Для этого случая в предыдущем параграфе было показано, что 
напряжения с учетом ползучести ?,,(/), и -з.,„ (/) равны соот
ветствующим упруго-мгновенным напряжениям. Отсюда следует, что 
теорема М. Лови-Митчелла остается в силе и в случае линейной пол
зучести при невыполнении гипотезы (1.11.

Предложение 11. Мели напряженное деформированное состояние 
п односвязном или многосвязном уьруго-ползучем теле вызвано дей
ствием вынужденны:; деформаций, (2.27), то для плоской задали с уче
том ползучести напряжения з*-.,  (/), г/у (/) и >,,,(/) пропорциональны 
величине Коэффициенты ՝■’(/) и •/(/, л) не влияют на напряжения 
в случае плоского напряженного состояния и влияют па их распреде
ление во времени в случае плоской деформации.

Для доказательства предложения И преобразуем предварительно 
ядро ползучести

£(/, 5) = -£(.) А -J- C(t, (3.1)
dz E(z)

Представив удельную продольную деформацию ползучести в виде

C(t -)= С<М ; 1________1_ (3.2)
’ ' £(0 £•(/) £(-)

получим

Ut, ■) = ֊ а (3.3)
А (/) dz

В 1։ыр.1Ж1Ч1пях (3.2) и (3.3) С (f, — безразмерная функция, рав
ная отношению деформации ползучести or единичного напряжения к 
упруго-мгновенной деформации (от того же напряжения) в момент 
времени /.

( огласпо >31 модуль yupyro-Mi новепиой деформации представля
ется в виде

£'(/) = £п(1-Ре ՛') (3.4)

где £„ предельное значение модуля.
Заметим, что в граничные условия (2.30) и условия (2.10) не 

входят величины, -.фа итерирующие физико-механические свойства ма
териала.

Следовательно, подставляя (3.3) и (3.4) в уравнения совместности 
(2.28) и услови^однозяачности (2.31), получим доказательство пред
ложения II для плоской деформации. Аналогичным образом доказыва
ется для плоского напряженного состояния.

Это доказательство можно получить и другим способом, если 
воспользоваться зависимостями (2.38), (2.5 :). которые выражают связь 
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ежду напряжениями с учетом ползучести и их упруго-мгновенными 
йачениями.

Следствие. При выполнении гипотезы (1.1) в случае а) ранее 
было показано, что теорема Н. X. Арутюняна (1.2) остается справед
ливой и для многосвязных тел, независимо от выполнения условий 
Митчелла. Если же условия Митчелла выполняются, то напряжения 
:и (О. ՝уу (<‘՛ и не зависят от физико-механических свойств ма
териала0.

В случае 6) физико-механические характеристики материала для 
плоского напряженного состояния влияют на напряжения с учетом 
ползучести таким же образом, как я при невыполнении гипо
тезы (1.1).

Для плоской деформации при выполнении гипотезы (1.1) уравне
ние (2.28) примет вид

г
¥<[ф(<)+ Сф(3.5, 

Л а (-) । — ՝•

Из (3.5). граничных условий (2.30) и выражений (2.10՛ с учетом (3.3), 
(3.4) и условий однозначности (2.60) легко можно показать, что напря
жения = гд(/), -.,</(/) и 5,у(/) пропорциональны величине £па/(1 >),
а С(/> ') влияет па распределение этих напряжений в зависимости от 
времени, но не влияет аа их распределение по координатам.

Мосхоаский инженерно-строительный Поступила 23 V 1972
институт им. В. В Куйбышева

>. п. одгнмиъ, -I,. •*.  г.ьрыгьз

* Все результаты, полученные 1։ статье о случае дейстннн поверхностных сил, 
«ютсн справедливыми и при наличия объемных сил, зависящих только от времени.
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ON SOME THEOREMS IN THE PLANE PROBLEM OF 
THE THEORY OF CREEP

G. S. VARDANIAN. V. D. SHEREMET

S ii m m a r y

'1 he dependencies are presented making it possible to determin 
stresses (strains) under creep conditions in uni՝ and inuIly-bond elastic 
creeping bodies, if elastic-instant stresses (strains) in the same body are 
known. X. Ch. Arutiunian's theorems can be derived from the depen
dencies mentioned, as a special case.

A problem on physico-mechanical properties of the material and 
their effect on stresses in uni- and mid ly-bond elastic-creeping bodies 
is also discussed. In particular, Levi-Mitchell’s theorem is shown to be 
valid for creeping bodies as well.

The results obtained are valid for the medium of properties non
invariant with time, and variable coefficients of transverse strains.
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