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ДВИЖЕНИЕ ЖЕСТКОГО ШТАМПА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ПОЛОСТИ В УПРУГОЙ СРЕДЕ СО СВЕРХЗВУКОВОЙ

СКОРОСТЬЮ

В работе [1] рассмотрена линейная нагрузка, движущаяся с про­
извольной постоянной скоростью по поверхности упругого полупро­
странства. Получено решение в замкнутом виде. В работе [21 изучено 
'Движение жесткого штампа по поверхности упругого полупространства 
со сперхзнуковой скоростью. В работе [3] найдена реакция бесконеч­
ной упругой среды на движущуюся в цилиндрической полости на­
грузку. Для осесимметричного случая получены числовые значения 
компонент напряжения и перемещения на границе полости.

В настоящей работе определяются напряжения и перемещения 
на границе цилиндрической полости при движении по пей жесткого 
штампа со сверхзвуковой скоростью. Приведен численный пример.

Рассмотрим цилиндрическую полость радиуса А в линейно-уп- 
; ругой однородной и изотропной среде, отнесенную к неподвижной 
системе координат (г, 0, г Аначало которой лежит на оси по- 
лости ( риг. 1). Осесимметричный штамп движется со сверхзвуковой 
скоростью Уо.

Фиг 1

Для определения установившегося решения введем 
систему координат

г = 7. 0-5. ; /\

подвижную

Уравнения движения относительно движущейся системы коорди­
нат будет

ТГ Ъг + ” (1)
А.* /■
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где 'о (г, :) и '!г(г, I) упругие потенциалы

а 4г + г=- —/7
R г R

компоненты перемещения по осям гиг соответственно
1/2 1/2

»։ = 4֊Ь 1
а՜ о-

а = ՜^/ и 6= | скорости распределения продольных !

поперечных волн в среде соответственно: ‘ и ? упругие иостояпвы» 
Ламе, р плотность среды.

Рассматриваются два типа граничных условий:

»(/?> :) ֊ ') - ип(:) 0<;< (3|

о0(5) = Л'01/(с), (/?,?).= :0(')_ 7\.Т(-), ()<: <4>

где и,,, 7'0 размерные постоянные, а £/(;). '/'(;)—безразмврн
функции безразмерного аргумента :.

Применяя преобразование Лапласа относительно для пргоб| 
зованных потенциалов -(г, 5) и )(г, 5) получим уравнения

У'-!-֊?' 0

где 5- переменная преобразования, а штрих означает производную по 
переменной г.

Решения уравнений (4) для исходящих волн выражаются чер« 
функцию Макдональда

՛ (Г, 5> = /Н51/С.

Используя решения (61. получим
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При граничных условиях (3) постоянные /1 и В имеют вид

_ R ий (5) К. (85) - ? -V. (5) Ко(?5)
5 ' Ао(5)

В = А2 у0(5)А0(«5) • яи0(5)А1(а5)
^(5)

(8)

где
Д<>(5)֊- а;(7.5) А'։(35) зЗА։(75) АО(35) 

а при граничных условиях (4)

-1֊-;(5) + (- -2) А.;1(5) 
л _ К- Р R

' «7 №А\(>5)
I о аз -Н(5>

?7 5 % (35)

(9)

где 7 = ?а4-1.
Преобразованные компоненты напряжения на границе 

при г = R при граничных условиях (3) имеют вид
полости

23и„ -2иЛ
и д0 д«

А в/. А-։ А։ л~ А0А. о л—
Р ло До

— =35а0 ֊֊25/70
•л До До

А з։,ь ч с.~ АлА։ е— А0А0—= о5и(,-Д-Д- -,5о5г,о֊Д!-Д |-2о„ 
Р До До

где '■՛ >г 2з3—1, а при граничных условиях (4)

R / 2 •" _1\
р р \ •; '

| 4 1-5^ -2 I
Т А։ 1

= I 2-СА ; г__222^\4
Р Р ՛ 7 «7 /

(Ю)
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где = ~0-Ч($), Л;=Л;(։5), (/-1,2)

Для нахождения компонент напряжения применим обратное п| 
образование Лапласа. Из (10) имеем

<-— = (•;֊֊ 2с) ц. ֊ 2с։*0 + ?•; («Г-Щ 
:*

к-гг с------- =
!1

а7</о ֊ (* 2с) у0 (- (Л - 0(7)

с — = (« - 2с) и„ - - ^(>г- С>)
1‘

ГДе

л. = А.^А. • ЛКф, А - КК-} КХК
а из (11)

. (т - 2Г 4»? ,,■ + 2^. ^2. _2„а 
р а֊ «7 Р

Г 2 -2- (Г։-2С։) ֊ 4—? (Г, + (■։ 2) С4]
Т 37
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Кз„ 4ар—(5 4-2)(7-2) . о-Н2с R
'■'о |х а՝; ау а

-2-^-(Л 2С,)-^-?[Г, + (7֊ 2)<74] 

'։ а7
(13)

/?д>е
1*

<2-^1 „0_ 2_ 4-2г.о + 2)6у
*1 ц а֊г

ШГ Т Д- Г - 2_ (Г, - 2С.)-2-[Л>+Сг 2)<а
** а; и 7 а-(

Заметим, что в формулах (12) члены п и и0 в правой части ра­
венств представляют решения аналогичной плоской задачи, а в фор­
мулах (13) члены с в»0 и т0 в первых трех равенствах и первые два 
члена в четвертом равенстве—решения аналогичной плоской задачи 
(если положить Л -■ 1).
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Для вычисления интегралов /•'. /’5,Л’и и G, G1։ t 
комплексной плоскости 3 возьмем замкнутый контур ABCDEF& 
(фиг. 2). Применяя основную теорему вычетов для замкнутого копту 
pa ABCDEFA и устремляя затем радиус большой окружности к оя ։ 
малой к 0. получим

яГ — б\ = res - ----- (я«0А — ։>дД,)т
до

im— 
да

(а«0Д — г?0Д։) tlx 
xt

(14

3(7 У res —— (ufA-i — +
до

Im-——— |Н.А
До

dxßt’o-M

Используя соотношения для бесселевых функций с отрипатем 
ным аргументом К^{хе՜'՜) К^х) ֊■■։՛- имеем окончательно

(хе 1 ) = — /С։(х) -|- 7“/։ (л)

(1- 211-- 2И+ ^^ге։ А («(Д-Й,,/
|1 R \ С / С С До

■<

< = А.[А(£Л ֊31/՛) 4-21/ • ՛-■ У res А(,уд
։* /? I с С Ао

51 тпг(й<,։ lJ + dx 1дого
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где приняты обозначения

'0=0 (-х). Г=И(-х)

««=*<; ^Ч?4-т?~*Ч’)
а<ц - ? ֊ зА'.Л; 4-^ (> и, - <ЛМ

ап = К- + ^/}֊гзЧК- • =’/’)

|л<Г «(л; Д 4 *? кок; -г г.: и. -г 70/։)•• -г

+«чк<л 4- зд։- ла; ’3/Л)’
К{=^(зх), К, К, (/XI, /, = /,(’Х). Л=/.(/х)

Аналогичным образом из (13) подучим

(т ֊ 2р < 4»3 6ЛГ 2с ֊ 7 К т 2Щу
а; R з\ р /С

+ — 1 Ге5 .■֊' 1 2? 4- (’ ֊ 7՜ ֊„1 5Г )
“ । д' ՝ ’1 R /

—-— —"-Г 2)—5Г||-г
а Ку г- R

4*?֊֊ & + ?)(֊ 21 г 1 К2с То т
Н »7 R а;' и

- —Хт-е։^ ՝2₽—( —՛- Г -^51/՛)

+՜2?1? ?;՜1՛ 2՝; 5? । (16)
а А։ | н R I

М.ПА1/ 2 ■- 21 ^1֊М <;-2И7 2)11,.
• • 1 1 ՝ / ’7 / R I у «У II

_5м_ = м2---- р.. Л, у ... 2 Л^ г
Р »7 R а; Н R

К֊ —Цге։^ -֊- Т°-Т (֊ - 2) Ь. 5и| .

®7 А։ 5» R



46 Ж- Г. Аникин

где

т

Фиг. 3
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Проведены вычисления при значениях параметров ^-=2. 
и

— =֊ I 12 (или а = | 3 , 3 |Ц)
■о

и граничных функций (фиг, 3, 4)

Г(;) = 0

И(') и,(>

; при 0 ^$<^0.5

0.5 при 0.5 1.5

2—; при 1.5 <2

О при с > 2

ио р-.(=)=|5<005 при 0 <;<^0.5 
при ; ^>0.5

(трение между штампом и упругой средой отсутствует).

Фиг. 4

На фиг 3, 4 показаны зависимости компонент напряжений оГ|., 
и компоненты перемещения и па границе полости от коорди­

наты : Для сравнения пунктиром показаны графики соответствующих 
иеличин дли плоской задачи (ось у перпендикулярна границе полу­
плоскости, ось а направлена против движения штампа).

Компонента перемещения и непрерывна при всех значениях перемен­
ной п то время как компоненты напряжения имеют скачки в угле­
вых точках штампов и на их концах.

Автор выражает благодарность К. С. Чобаняну за ценные сове­
ты в ходе решения задачи.

Ииституч механики Поступила 12 VI 1972
АН Армянской ССР
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ծ-. Դ. ԱՊԻհՏԱՆ

ԿՈՇՏ ԴՐ11ձՄԻ r,II.P<KH«iri! ԱՄԱՅԱԿԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
1ււ11ՌՈ2Ի ՄԻՋՈՎ ԴհՐԱԱՅՆԱՅԻՆ ԱՐԱԴՈԻԹՅԱՄՐ

U. մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկված է վերնագրում նշված գծային աոաձգականսւթ յան գինում իկ 
աւլտնյյրաոիմ ետրիկ խնդիրը, երբ խոռոչի մակերևւււյթի վրա արված են կամ 
աեգաւիոխութ յան երկու բաղադրիչները կամ նորմւպ ւոեղափոխոէթ յանր և 
շոշափող լարում ր։ Խնդիրը յուծված Լ Լապլասի ձետ վէո ի։ ու թ յան օ դա ա դոյ։ծ - 
մ ամբ :

Խոսոչփ մակերևո։ քթի վրա որոշված են անհայտ (ար/ոմների ե տեղափո­
խությունների բաղադրիչները- Բերված Լ թվային օրինակ։

ON MOTION OF A RIGID PUNCH IN A CYLINDRICAL CAVITY,. 
IN ELASTIC MEDIUM, AT A SUPERSONIC SPEED

J. A. AP1KIAN

S u in тагу

The dynamic axisymmetric problem of the linear theory of elastici­
ty is considered, where on the cavity boundary either displacement 
components or normal displacement and shear stress are given. The 
Laplace transformation is employed to solve the problem. On the cavity 
boundary the unknown components of stresses and displacements are de­
termined. A numerical example is presented.
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