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К ТЕОРИИ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОРТОТРОПНЫХ 
РАЗНОМОДУЛЬНЫХ ОБОЛОЧЕК

1. Рассмотрим симметрично нагруженную тонкостенную оболочку 
вращения, отнесенную к криволинейной ортогональной системе коор­
динат л. ■֊, •[, где $ и -■ совпадают с линиями кривизны, а ՛; с внеш­
ней нормалью срединной поверхности оболочки. Оболочка изготовле­
на из ортотропного разномодульного материала, главные направления 
упругости которого 1 — 1, 2 2 совпадают с направлениями $, т.

В основу предлагаемой теории наряду с гипотезой недеформиру- 
емых нормален ставятся следующие предположения:

а) напряжением з-( пренебрегаем по сравнению с другими напря­
жениями;

б) напряжение =, по толщине оболочки изменяется по кусочно­
линейному закону, меняя при этом в точке раздела свой знак;

в) напряжение по толщине оболочки изменяется также по ку­
сочно-линейному закону, но по всей толщине оболочки имеет один и 
тот же знак, что равносильно принятию условия слабомоменткости по 
направлению у [4, 5].

Как известно |4- о], разномодульная теория упругости отличает- 
тя от обычной, классической, теории законом упругости, устанавливаю­
щим связь между напряжениями и деформациями. Поэтому чисто 
статические и чисто геометрические соотношения ничем не отличают­
ся от соответствующих соотношений для оболочек, изготовленных из 
обычного анизотропного материала [2 4|.

Ввиду осесимметричности поставленной задачи и указанной част­
ной ориентации ортотропии материала направления координатных осей 
оболочки т, 7 с точностью гипотезы недеформпруемых нормалей 
считаются главными направлениями |4]. Кроме тою, пренебрежение 
напряжением дает возможность использовать закон упругости, запи­
санный для плоского напряженного состояния [3. 6]. 0 учетом приня­
тых относительно = , и з. предположений будем иметь следующие ва­
рианты распределения напряжений по толщине оболочки и соответ­
ствующие им законы упругости:

I вариант
- о Л - .

Ь >0 при - — <7< /։1 

(1.1)
/ - Л< 0 При < 7 •—
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При этом ’ >0 или : <^0 по всей толщине оболочки. 
Тогда

е։ — «и з,-г а13 -= К
при - ֊-<7<Л

е. = а։2 4՜ Чз3?
(1.2)

*• = оп ъ 4- а13 з. Л
при —

е-_ = а... за 4- а2.,з; '

И вариант
п Л /7,<() при

(1.3)
Ч л - . Л

з, 2> 0 при 7,3 < •; <- ֊

Как и в I варианте, зс^>0
Л , Л 
— - *; <> — •
2 2

Сл — Нц՜՜'։ ~ «г»

вс 6112 3։ -г Й223с

ё< = «п з։ 4՜ «12 э=

е. а,»«,+а22з8

или

при

при

по

А
2

толщине

(1-4)

В (1.2), (1.4) верхний индекс при коэффициенте ау... будет 
если с. 0. или „ если =.х0; >. значение где з, обращается
в пуль; а , коэ(рфициенты деформации рассматриваемого ортотроп­
ного .материала в главных направлениях упругости его 1 — 1, 2—2.

Решая (1.2) и (1.4) относительно напряжений и подставляя значе­
ния е»---I —е. 5» получим:

1 вариант

«22=1
** -- л. 2

«п«22 Ча
7

71 «Н! ՜4’
•>

«п г2 - «12-1 «11 у-2 — «13 Л1

п.,и . а:. •
«п«.-з «12

+*
«22 Х1 «г: 'лг

■■ 1 «п«22 - «12

°П 52 °։-- ■։ «и ֊/2 ֊ «12/1
' - ■> 1՜ ‘ «й«22 - «?2

(1.5)
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И вариант

_ _ QtS ~1 «1g -Д__ _ ։. _«22 7т__
аиа: й а'.: а,а... а~., ..

при --.._<-г<гс
°п5а ai2’i “п а\ч 'л1= ——---------- —-U -  -----------——

“р «J1 «22 Ojo
(1.6)

_ «22 -J ^~՜ ^12 SJJ . ^22 '*Ч 72
Лп«»- а?2 ' 0^22 — 012 л

при ^<7< —
_ °П г£ ~ (*17 ;l aUX2-~ a12~<t

**С ж. *> ' | д. •>aufi22 - aj2 ana23— av2
где

dn w I . , . ,.
г-։ =-------- -  ֊— • s; = — (to cos V — a sin y)

ds /?! ՝ r

,f _  d (dw и ՝\ /dw и \ sin'y (1.7)
ds \ ds Rt / ‘ ч d< R. / r

Из условия обращения в нуль напряжения ~։, независимо от на-
риантов, получаем

1, = Л, = 1 = ֊ -и5‘ °,зА (1.8)
a;i. у։ — а ц

В (1.5) —(1.8) и в последующих формулах следует брать

при з р. 0 а22 а:г,
(1.9) 

при s? 0 (i22 -- а՜

Используя обычные формулы (2.5], вычислим тангенциальные си­
лы и изгибающие моменты и. учитывая, что в I варианте Мл <^0, а 
во II варианте М-. 0, представим их в следующей единой форме:

т. = с1Л + с1А н(к,л ы + прп (о-՛-4
a22zi — «12*2

Г = С,А + с..л; + (1 (К1Л + К._2^ + а/»,/0”8’ ~а^ 

«22*1 «г.՛7-?

= Dnz, -l -I- p (Kiih 4 - -i-

M, = О1Л + <֊(К։Л - — иР,։ ,(<1А~<^

3 («22х։—a12x2)-
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где

Сн =
h_ с . _ «к с

(пп«.?м — «52)1 аиа22 а։'2) 2 д22

с,.3-
2опо,|О2.֊ uy,(gn j-g„) /, qu

1апа22՛ a։2/(ana2a - а12) 2

А„=
-- , ■ + КК=֊^Кп (1.11)

(ОцОпп Ojoilajjtfoj ui?) Ь а;>л

Л1 =
___ Q2i(flH т՜0»)_______ р _ аг: р 

2(“п«22— а'г>Х«П«2г“а12> ’ Г' ar: П

D<k — ֊ Cik, У = —— ±_ sjgn ^1я
12 «и + ан

Как видно из (1.11). »сражения для усилий и моментов содержат не­
линейные члены, которые при обычном ортотропном материале (’«. -0) 
превращаются в нуль.

Для составления уравнений равновесия, как и в классической 
теории осесимметрично нагруженных оболочек вращения, будем поль­
зоваться функциями Мейснера |/. [1. 2].

Используя уравнения неразрывности деформаций и уравнения 
равновесия элемента оболочки для классической теории [1, 2|, с уче­
том (1.10), (1.11) окончательно получим следующую систему двух 
уравнений относительно I и й>':

Л sin 4 q _
С„ AjAn / О;.2 Яо
_ I zc,.. </а; с.

I1 — 
ttjj

sin !<

Ск I
С„ Я, Я,

Ан 

/<.

'11 ds

1 Г

А\

O»gAn/i;i

А,
11-------- — V. —C„DU ՝
(Л-!*CnQ)a
(к’ ■, д- Г v

•ч'ш ՛>

(1.12)

VV.Q* !’•

н

где операторы \\ и Л, имеют вид

d а™ 4- av> s i n’у
V, = --------------- ---------------------

ds «2;. г

, (1՝ sin у d С-2Ч sin՜ Ф
ds3 г ds С’п r- 

1\ и / известные функции от внешней нагрузки [1, 2(

(1.13)
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Г / -рК («) — - соя-Ь гЕг(1$ я։п у ( 

где
Ег = 2соя ՛/ ֊- .¥ н'ш 6, Е, - /я։п ՛-> Л соя Ь

Р"т = 2г.г„ ( 7\° соя 1<0 — 'V" .ч)п %)
я. кроме того,

[С* 2(^4 к^) 2^/<ЛкГ*(Г*-н)

4 ра.-.ЛпХ'п •р:<_ ____________
^и7։ ’’ А.2*

(1.14)

(1.15)

(1.16)

В принятых обозначениях для изгибающих моментов имеем

м.=- /л <7 Г

<7$
Ц. Ц7 1’^2

гА'пО-Р
‘А,7>гЛ7:_ 17\ нС1։(?)3

к12*.у
(1.17)

71/.=
1Г я>л -

Как видно, полученные уравнения (1.12) являются нелинейными 
относительно искомых функций.

2. Как частный случай изложенной в предыдущем пункте теории 
осесимметрично нагруженных оболочек вращения получим соответ­
ствующие уравнения для слабомоментной оболочки, когда напряжение

изменяясь по толщине оболочки по кусочно-линейному закону, не 
меняет свой знак. В этом случае все точки любого нормального эле­
мента оболочки будут точками либо первого рода, либо второго рода-

Соответствующие им законы упругости будут

для точек первого рода

при з, ^>0. ;.Л;-0 

е. ~ аП 3» И՜ «12 3- 

е; = и... - а.„

при 0, : 0

е5 = а՜ 4- аХ2з?

е а, 4 а՜

(2.1)

для точек второго рода

при 5л>0, 5-<^0 

^ = а։-։т։ а,., о.

= «)? °֊«

при <4). ' 2> 0 

е, -= Ор з, 4 а։а 

е — аг.4֊ а^,

֊ ֊';М + ^֊ 
а-... 12ол

(2.2)
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Закон упругости (1.5), (1.6) в рассматриваемом случае примет вид 

з, = спз։ -г с12з2 -г (сп*1 ֊г с„х8)
(2.3)

* ֊ — С22'2 Т Т (С1’7Ч Т՜
где

^1=77’ с։։=7у' ~ 77 ’ 2 = апа«“°и (2-4>

Здесь и дальше коэффициенты а,л- употребляются без верхних индек-
сов; 
для

при этом необходимо брать: 
точек первого рода

при =« 0, с? >0 а։'р

при 3։ <;о, з. <о
(2.5)

П ц« Спо

для точек второго рода 

при >0, 3. <0 ай»

при 3« <С 0. >0
(2.6)

аи, а,.,

Для тангенциальных сил и моментов получим

Л = Сц5! “Г ^-12£2» " Дк7֊2
(2.7)

7. — С- ~~ Соп-.), М. 4՜ 7^2х„

где С« = Лс^ Р» = ֊^֊с(* (2.8)

Уравнения равновесия для рассматриваемой слабомоментной оболочки 
примут вид

/ £ - _1_ \ U7 + 12 V'=---------I2— F. (2.9)

\ СП RXRZ / Л։сп/?2 A3cur

/ / . £и 1 \ у ,l <с“с՜-2 СМ \у = 1 (с12_ _ Ь?- stn '• р \
\ " сп RXR.J cnR2 г \сп </а си г

где для оператора L имеем

у _ - dj sin ? d Сл.. sin՜ 6 Д

<17՛ г ds сХ1 г'2

Систему (2.9) аналогично классической теории оболочек вращения 
можно привести к одному уравнению относительно некоторой ком­
плексной функции [1, 2, 5]

£(I/) I |? 12<сн‘Ч^_с»>՛ = 1_ф (։) (2.ЦЙ
Асп Rz г
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где

При выводе уравнения (2.11) отброшены члены порядка Л А՜* по 
сравнению с 1. Полученные уравнения (1.12) и (2.9) вместе с соот­
ветствующими граничными условиями достаточны для решения осесим­
метричных задач оболочек вращения, изготовленных из ортотропного 
разномодульного материала.

3. Рассмотрим задачу изгиба шарнирно-опертой круговой цилин­
дрической оболочки (длина А, радиус—7?) под действием синусои­
дальной нагрузки интенсивности

Z - — </0 sin — (3.1)

Граничные условия задачи таковы:

при s = 0: и = 0, ш — О, Л7, = 0
(3.2) 

при 6 = Lz w 0, 7՜, — 0, = 0

С учетом (3.1) для /\ и получим

Г, = 0, Л ^(1-со։-^-) (3.3)

(
Легко убедиться, что в рассматриваемой оболочке не возникает 

внутреннее тангенциальное усилие Л: кроме того, тангенциальная 
составляющая внешней поверхностной нагрузки отсутствует |Л' 0).

Учитывая это. а также (3.1) и (3.3), из (1.12) получим для рассматри­
ваемой задачи следующую систему уравнений:

<7՜!' Л
Jr “ ам 7? 1Г 0

Ж 1/ Л 1
-------  —;֊ ------- —■--------I 1 — COS   I

1 4- г ds՜ DnR z/Jn \ L !

Решение системы (3.4), согласованное с (3.2), будет

W = 4 cos — . V - Я cos — С 
z— /L

где

д ֊_______________ _______________
2Ы)п г- X

\a.JV 1-г* £‘ /

13.4)

(3.5)



24 11. Г Искбскя։։

В =--------^—А, С

-2а22^ я

Знак изгибающего момента (1.16)

(3.6)

м.= ™"
1 4-6

г л • — А .Ч1П
£ £

совпадает со знаком /1. Как видно из (3.6), А 0, следовательно, и 
Л£<^0. Поэтому, согласно (1.10),

ап ~ °11 и =-----------------
аи 4- а*

Для перемещений точек срединной поверхности оболочки и, ю 
из (1.7) и (1.10) с учетом (3.2) получим

«г: £2
и =

ай/г -=Л 

. £ . «5-1Г = А ---  81 п —
•• £>

СО .4 — 
Л/

(3.7)

Остается выяснить вопрос коэффициента а2.., индекс которого связан 
со знаком напряжения (1.8). Для этого прежде всего следует вы-
ЯС-НИТЬ, 
(условие

Из

действительно ли с. не меняет

(1.5) для получим

.4 — 
£

£•
' С1 22

Цу-(Л

П]|0-22 ар.

знак

ып —

но толщине оболочки

к
при -у

£"
аиа... а|2

-Ч1П -----
£

(3.8)
. Л

при ч < 1 < —: А՜
Ь

Внимательно рассматривая формулы (3.8), МОЖНО установить, что если 
геометрические размеры оболочки удовлетворяют неравенству 
ЛК"£2 < 0.3, то 'т не меняет знака но всей толщине оболочки. При 
этом знак его совпадает со знаком Л, то есть <П) и здесь следует 
брать а^.

Тогда для коэффициентов '< и £>п, входящих в расчетные фор­
мулы, будем иметь

I — I аца22՜ ау> Л
т( — — - ---------- ՛ —-- —

| а12 Н՜ 1 Й12 “

О.

2 1 (Ин«» а;?)(а1՜ а.^ — а]2)

(а:]а?. а&) <0^07,-а ,)

[(апа?2 ар2) •}- (п^а-п 

1йпа22 ‘ й12^(°иа22 “Т?)

А3

24

(3.9)
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«п = «и

5
а22 ~ ап ~
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Ниже приведена таблица расчетных величин рассмотренной за­
дачи для материала с упругими характеристиками

2
£ 0.2
3^ а’2 ~ Е

Е

Главные направления упругости материала 1 1, 2—2 совпадают с 
осями $, принято А — R — 10Л.

Для сравнения приведены соответствующие результаты, подсчи­
танные по классической теории, причем расчет ведется по модулям 
упругости при растяжении Е, — Е, .

А=— -2.06, А, = — 1.63 
Е? Е'г

к = = 1

0.9016 <?# 1.014 (/0/г

։п«1

-7-1053у. (т =+-֊-)

+ 5.2494 ,0 (-■
՝ 4- /

± 6.084 </0 ( у = ± А)

ши»

1 ьэ
 

сс
՝֊֊

! 
-*

с 
֊г

о 
о

---
-X

II II 1

ю
 | 

=г
֊ ю | й

- ֊2-995 о» (•; 4)

2.762 9,, (; = ֊֊-)

шв։1 ֊ 2.816-10-\0Л> -4.538 -Ю՜3^#

3.2356-10՜՜1 1.7954-1 О՜4 ЧоЯ

Как видно, расхождения в моментах составляют 12%, в напряжениях— 
5—16%. перемещениях — 60%-80 1 ,, то есть учет разномодульности 
вносит довольно существенные коррективы в решение задачи.

Ерспансхкй пол и тех НИ'։։•։• К 1’ Й 
институт и.м. К. Марксе

Поступила 16 VI 1972
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Ն. 2. 1՚։1Ա1»հԿՋԱՆ

ailU.WlWbUbSPNl Րե11-Ն11.'Լ111“1.Ա(յ 0ՐԹՈԴ11ՆԱ1, ՏԱՐԱ1րՈԴՈ1Վ 
ՊՏՏ111ԼՆ ԹԱՂԱՆԹՆեՐ!’ ՏեԱՈ1'ԹՑ1ԼՆ •1.Ь11ИРЬГ:Ш.|.

II. մ փ ո ։|» Ո ւ մ

/՛ հրված Լ օրթողոնալ տ արս>մող tit/ նյութից պատրաստված պտտման 
թաղանթների րնղհանէԱր տեսէսթ յւսնր աոանւյրասիմեւորքէկ բեռնավորման 
ղեպ րոէմ. որբ կառուցված Լ ղեէիորմ ա ցիա յի չենթարկվող նորմալների վար՝ 
կածի .իման վրա; է) րււլ Լ a րնղ Հանուր Աէեոութ յան մասնավոր /yAzz/y: ղիտարկ ֊ 
ված Լ պտտման թաղանթների թայ/ մսմենտային աե սութ ւ”ւ,նրւ

Էոէծված Լ աղասւ Հենված ղրոնա <ին թաղանթի ծռման իւնդիրր ռինասոի- 
ղական Հնչման տակ;

THE GENERAL THEORY OF AXISYM METRICALLY LOADED 
SHELLS OF REVOLUTION MADE OF ORTHOTROPIC

IIETEROMODULAR MATERIAL

N. H. ISABEKIAN

Summary

The general theory of axisymmetrlcally loaded shells of revolution 
made of orthotropic heteromodular material, developed in terms of the 
hypothesis of non-deformable normals, is presented. The theory of low- 
moment shells of revolution is considered as a particular case of the 
general theory.

The problem of a free-supported cylindrical shell bending due to 
sinusoidal load is solved.
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