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УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ ФЕРРОУПРУГОЙ 
ПЛАСТИНКИ В ПЕРЕМЕННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

На основе модели ферромагнетизма, предложенной Брауном, 
Мун и Пао И-синь разработали теорию для исследования устойчиво
сти и колебания ферроупругих пластин в магнитном поле [1, 2]. Ими 
же были проведены эксперименты по устойчивости пластинки в стати
ческом однородном перпендикулярном магнитном поле, хорошо под
тверждающие теоретические результаты.

В дальнейшем по указанной теории был решен ряд задач [3, 4, 5] 
в предположении, что заданное магнитное поле и внешние нагрузки, 
действующие на пластинку, нс зависят от времени.

В настоящей работе исследуется влияние динамики изменения во 
времени заданного магнитного поля и внешней нагрузки на устойчи
вость и колебание ферроупругой пластинки.

1. Пусть бесконечная изотропная пластинка постоянной толщи
ны 2/։ отнесена к ортогональным координатам (х, у, г). Пластинка, 
изготовленная из магнитомягкого материала, находится п поперечном 
переменном во времени магнитном поле с вектором магнитной индук
ции А (О, О, АД, направленным вдоль оси Ох. На пластинку действует 
динамическое поверхностное давление с/(х, /) -= уа (/)е՜1'*1.

Для простоты предполагается, что все искомые величины не за
висят от координаты у.

В отношении тонкой пластинки принимается гипотеза Кирхгофа.
Исходя из тех же соображений, что в работах [1, 4], в дальней

шем влиянием токов проводимости и токов смещения будем прене
брегать.

В силу принятых предположений рассматриваемая задача сводит
ся к совместному интегрированию следующих линеаризованных диффе
ренциальных уравнений [1. 5]:

в области, занимаемой пластинкой (—/г с < Л)

гЛ’«’ 7 Л ГО-֊— - 2?Л — т/«о I ------  </з = 7 (х. I)
* дх* д1- <ух-

-л

уМ0 = 0 (1.1)\ 3(1-^)/

в области вне пластинки

(1.2)
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при следующих граничных условиях на поверхностях пластинки:
д^') 0^

ч —:  = —! 
№ О г

при г = 1 к (1.3)

Ого Ь‘о ди՝
дх Ио!1, Ох дх р0 дх

и начальных условиях

ш = «>ое /Ал, = ш։е՜*** (1.4)
01

Здесь «» прогиб, р—плотность, /Г—модуль упругости, ՛■’ — коэффици
ент Пуассона материала пластинки, ։р"> и —потенциалы возму
щенного магнитного коля, индекс / обозначает принадлежность к 
внутренней области (пространство, занимаемое пластинкой), индекс 
е֊к внешней области (пространство вне пластинки), /. -магнитная 
восприимчивость, о. (7. -1)—относительная магнитная проницаемость, 
ц0—универсальная постоянная.

Решения уравнений (1.1) и (1.2) представим в виде

ы»(дс, I) = / (1)е /А* (1.5)

Ф<'»(х, г, 0-Л(6Ф։(г)е-^

^{х,г, 0 = (/) Ф2(г) е~*к* при г/ Л

'■?(г>(а՜, -г, () - МО Фа ($) при г<^—к

где к гг:'/ — волновое число, ‘—длина полуволны, а все функции от
г являются неизвестными и подлежат определению.

Подставляя (1.5) во второе уравнение (1.1) и в уравнение (1.2), 
заметим, что все искомые функции от г должны быть решением сле
дующего уравнения:

Ф"(г)-Л2Ф(г) = 0 (1.6)

Найдя общее решение уравнения (1.6), удовлетворяя граничным усло
виям (1.3) и условиям затухания возмущений на бесконечности, опре
делим указанные неизвестные функции и, следовательно, потенциа
лы возмущенного магнитного поля и

/(/)е֊^сЬ кг-и, „ри А<2</» (1.7) 
Но«/ J НоН/ ‘

^г)= ^о(П5Ь4-Л | е-^=֊л’ | =*
Р0Д |е«’+А) Г՝

/./?о(О«Ы-Л_ | е~Чх"А)| при г~^> К
НрД । е*(г-А) | прИ г Д

Здесь А = рг5Ь кк -г сЬ кк.



Устойчивое!։, н колебания ферроупругой пластинки 5

Подставляя выражения для то из (1.5) и из (1.7) в первое 
уравнение (1.1), для нахождения /(/) получим дифференциальное урав
нение

по 2/-^(Z)ShX:A 
£)Д-։нпи Д = (1.8)

где — /М-'1 2уЛ —частота собственных колебаний пластины и вакууме 
при отсутствии магнитного поля.

В случае статической задачи (։/0 О, — const) из (1.8) получа
ется, что пластинка теряет устойчивость при

/Й=^0 =
2/5shA‘/։

что совпадает с результатом, полученным в [1]. Обозначая д0 (/).-• 
= 2у/г<;։(7), уравнение (1.8) представим в виде

Г(1)+ 42?, | 1 ֊ ^г'-|/(0 чМ (1.9)

при начальных условиях

/(0) = «10, /'(0)=«ч (1.10)

Рассмотрим некоторые частные случаи задания закона изменения 
внешнего магнитного поля и нагрузки во времени.

2. Предположим, что магнитное поле изменяется по линейному 
закону

/Й(О= а/Й (2.1)

где а характеризует скорость изменения интенсивности магнитного 
поля;

В этом случае уравнение (1.9) принимает вид

4-42? (1 - (П/М = <7,«). ■; = «лм <2-2)

В кназистанионарном приближении (изменения магнитного поля и 
поверхностно։։ нагрузки такие, что инерционными членами можно пре
небречь) для /|7) получим

/И = (О
25(1 10

(2.3)

Как видно из (2.3). в момент / Л... магнитное поле принимает крити
ческое значение

/?՛֊- ֊ /)k^rS

2/2shkh

при котором пластинка теряет устойчивость в смысле Эйлера.
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Принимая /։ ='(/, уравнение (2.2) приводим к. виду

^• + *-»(1-6)/ 2 2оТ (2-4)

Рассмотрим отдельно два случая: 1 /։ > 0, то есть докрити- 
чеекое движение, и 1 —/։ СО, то есть послекрнтическое движение.

В первом случае, принимая 1—1. =՜, для /(-) получим 

^-|֊о-</=2-?։(,) (2.5)
с1- у

Решение уравнения (2.5) представляется через бесселевы функ
ции первого рода

/(^^е,А(-)4-с2/4х)Ч֊Д(г) (2.6)
где

(2.7)
о о 7 I •) .’о п

Постоянные интегрирования <- и ՛. находятся из начальных условий
(1.10)

1
2 - 1 •'՛

С1 ~ а՜! о “'о/?1) ^’1А(1) ֊ ‘| 71(-)Л(՜) 4՜
3 13 Г .)о

(2.8) 
։

2- 1
ПГТТ и'։/> (1)-и’чЛ(П~ ^7
■я 5 , 7“ ./

Функции (2.6) изменяются периодически, так что движение сис
темы на протяжении первого этапа имеет колебательный характер.

Представляет интерес значение /(’) в момент т - 0 (что соот
ветствует / /|ф)

1
«'|)Л (!՝ — А | Ч\ (•)/։ (')^ 

1 V

то есть в мбйент I - Л-(. прогиб пластинки—конечная величина и зави
сит от скорости изменения интенсивности магнитного ноля. Таким об
разом. и этом случае сила инерции стабилизирует пластинку, и в мо
мент / = пластинка нс теряет устойчивости, получается своего ро
да прохождение через критическое значение магнитного поля.
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Во втором случае, принимая Л 1=6, для /(0) получим

2--о/=֊?.(’)
</•>- 7- (2.9)

Решение уравнения (2.9) с учетом начальных условия, получае
мых из (2.6) при I Л:Р. будет

/2 • \где / ։ | ио1' ) модифицированные Функции Бесселя.

Из (2.10) видно, что амплитуда прогиба будет при / >/пр неогра
ниченно возрастать.

3. Рассмотрим случай, когда внешняя нагрузка отсутствует, а 
магнитное поле изменяется по закону

Яо«) (3.1)

где з0(( — ^о) -единичная функция Хевисайда нулевого порядка

Подставляя (3.1) в уравнение (1.9), получим

Г«)+Й{1 а%«-У]/«) = 0, о===В;/Д’о (3.2)

Решение уравнения (3.2) при начальных условиях (1.10) в интерва
ле [0. /0] будет

/{t) = w0cos ‘А/ -֊sin$^ (3.3)
•“о

Общее решение уравнения (3.2) в интервале [/0, () имеет вид

/(/) - .4։ cos 1-\, | 1 — a" t I- A, sin 2Й Г 1 — а21 (3.4)

где Д| и А. произвольные постоянные интегрирования.
Применяя естественное предположение о непрерывности прогиба 

в момент / = /0, то есть

/ (Q = f-W (3.5)
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интегрируя уравнение (3.2) в пределах (/0 г) и переходя к
пределу при ֊ — 0, получим также

/ = (3.6)

Используя начальные условия (3.5) и (3.6), определяем постоян
ные /1։ и .4», входящие в решение (3.4)

Л = ( w0 cos ' гН sin 20А> ) cos 11 о /0

. / . о . «Ч о .\sin --о 1 • 1—аа/0 .Q4- ( w0sm -о tQ —— cos J — —(3.7)
X ~o / I 1—a՝

A. = ( w0cos 2„ I 4- -֊֊ sin Го J sin 2„ 1 1 —a /0 
X -*-o >

/ - O . wj О 4 \ cos I 1 o" t0— ( w(l sin 2n /0 — — cos 2n If, --------- -^=-------
\ 20 ’ 11 o՜

Рассмотрим случай, когда начальные условия такие, что

w0 sin 20 Zo — cos l2(1 Zo 0 (3.8)
~o

Тогда при -- B.^ решение уравнения (3.2) принимает вид

/(/) = w0cos 20/0 4 ֊ sin 12л/ 4- Ц»(* cos <-«Л 2o'o )
-o ՝ -o '

(3.9) 
отсюда видно, что. когда и момент t = /„ внезапно прилагается маг
нитное поле с напряженностью Вх — В..,,ъ прогибы пластинки при ус
ловии (3.8) в последующем неограниченно возрастают.

Если же начальные условия при / -- 0 такие, что

w(, sin £0/; — co.s--c.fo- О

то при В} - В*о f(i) —֊’ —
cos 120 /((

то есть прогиб пластинки конечная величина.
Итак, когда магнитное ноле принимает статическое критическое 

значение, то в зависимости от начальных условий прогибы либо бес
конечно возрастают по линейному закону, либо остаются постоянными 
с течением врсмсии. В последнем случае пластинка принимает новое 
равновесное состояние. Таким образом, при. динамическом изменении 
магнитного поля (3.1) пластинка теряет устойчивость при статическом 
критическом значении магнитного поля, отличающемся от статическо
го случая только характером потери устойчивости.
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При решение (3.4) выразится с помощью гиперболичес
ких функций, и с течением времени прогибы будут неограниченно 
возрастать по экспоненциальному закону.

4. Магнитное поле является стационарным, поверхностное давле
ние изменяется по времени.

Рассмотрим два случая:

а) <?,(/) Го sin 3/ (4.1)

В этом случае представляет интерес, когда частота внешнего воздев-

• о .. * ՝. < 5 1 /< $Ь АЛ ...стпия н совпадает с частотой колебании - - I/ Си-------- ---------- - I ог-
I 0 Р А иор,

да наступает резонанс при критическом значении напряженности маг
нитного поля

A’ip
f' А Но??
/2 к sh kh

(йЗ- ß2)

которое меньше, чем статическое критическое значение напряженности 
магнитного воля ß*0.

6) 71(0 = А'о5(/) (4.2)
где £ |/)—функция Дирака.

При этом начальные условия для уравнения (1.9) должны иметь 
вид |6j

/(0)=^, /'(0)=Го

Решение уравнения (1.9) с указанными начальными условиями 
будет

՛ F-
. »«cos 2/ 1֊ sin ~1 при /^>0

w0 при t < 0

2s = Bek sh kh
■' А '.10<\-Д

Как видно из (4.3J, при В В.^ решение неограниченно возрастает по 
линейному закону.
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STABILITY AND VIBRATIONS OF FERROELASTIC PLATE 
IN A VARIATIONAL MAGNETIC FIELD

P. A. MKRTCHIAN

S u m in ary

A ferroelastic plate of infinite extention placed in a uniform dyna
mic magnetic field, under the action of a dynamic surface pressure is 
considered. The magnetic field is normal to the median surface of the 
plate. The space outside the plate is vacuum.

The critical parameters of the stability of the plate are determined.
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