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ИЗГИБ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТИНКИ, ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПО КОНТУРУ

В работе [1] найдено, что задача об изгибе тонкой пьезоэлек
трической пластинки сводится к решению системы двух дифферент 
циальных уравнений относительно двух неизвестных функций 
тн -«>(хпх2)—прогиба срединной плоскости и И'.Хр х.)—распреде
ления потенциала срединной плоскости. Исходные уравнения в сис
теме единиц С<75£ запишутся в виде
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Здесь линейные операторы с частными производными
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<1 (/{хц х.) суть интенсивность распределенной нагрузки, действ՛ 
щей на пластинку нормально к срединной плоскости в ее деформиро
ванном состоянии. В системе СвБЕ постоянные коэффициенты Вц 
связаны с толщиной пластинки и материальными константами мо
дулями упругости диэлектрическими восприимчивостями и пье
зоэлектрическими модулями следующими соотношениями (надстроч
ные индексы О и = для сокращения записи будут опущены):
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Целью задачи является определение двух неизвестных функций а» и И, 
удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений (1) и следу
ющим граничным условиям

при х։=0, хх=/ ю — 0, = О, И = 0 (4)
*4

при хй= ±Ь -а» — 0, (^- = 0, / == О (5)
6х.։

то есть защемленный контур срединной плоскости принят за нулевой 
уровень потенциала электрического поля, причем размеры пластинки 
в плане I 2Ь.

Для решения задачи применим приближенный метод Л. В. Канторови
ча. Для этого обратимся к первому вариационному принципу в теории 
электроупругости, сформулированному в работе [2]. Этот вариацион
ный принцип в применении к случаю изгиба тонкой прямоугольной 
пьезоэлектрической пластинки может быть сформулирован следующим 
образом.

Действительный прогиб срединной плоскости пластинки и действи
тельное распределение потенциала электрического поля срединной по
верхности, соответствующие заданной нагрузке и условию закрепле
ния. отличаются от всех возможных прогибов и потенциалов тем, что 
они сообщают стационарное значение выражению

4.1 в4^у
^х2 О Ху дХуОХ2 бХп ^'4՜ ՝,(>Х։ /

\0Л-.%
— 2 д-н ' с/ху</х.. (6)

Интеграл берется по всей площади пластинки.
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Введем безразмерные координаты 
у*

!Л=֊7~’ У1к.-" = 0, /;։|х։-/ = 2а
п

у* — -т-» .у2!ч ** = ± 1 (7>
6

Тогда система (1) примет вид
I 1 У I/ дг — — — Л3 V ~ (/Ь
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где все производные в операторах Д* берутся по ;/։ и у.. вместо х, я 
х, а функционал (6) запишется н виде
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В соответствии с методом Л. В. Канторовича приближенное ре
шение системы (8) будем искать в -форме

«’ (У.’ У:> 2 51- (Ух^к (У2}

V' (.Ун »/-.4 ֊ Х (Ух) Нь(У1) (10)
А-=1

где /ц-((/2) и Нк (/;.,) —системы линейно-независимых функций, в част
ности. ортонормировании* полиномов, удовлетворя։о|пих, согласно (51, 
однородным условиям

Лй(±1)=’л;(±1)=О. М(±1)-0 (11)

а -:уа(.У1) ” пока неизвестные функции, подлежащие определению
из вариационного принципа.

В качестве полиномов /«■(//.„.) и Ик (у.:) будем употреблять систе
му полиномов, построенных Г. Хорни |3], обоснованных и примененных 
II. Г. I олосКоковым 14]. Ограничимся первые приближением

«• (у՝, у^ = а (т) Ь(у*) (12>|

(у^ У-.•) О (У1) н(у.^
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и приведем здесь только первые полиномы систем к՝<{у2) и /А(у2)

Л (у г) = " ~ <1 ~ У*)' <13)’

В /•/ (у л) = -՛- 4՛ (1 - уг2)

Подставляя (13) в функционал (9) и производя интегрирование 
ио и:, получим 

2а
У —• (' 1д.(г")= ֊ 65,.«"? 4- I- 

и
I

ИВ^Г -’Г 11 4-Л() 2 т /
I ֊-֊֊^—^.6’^4. I з“7 |^(СТ4

у 5Ь5С-' | - 2 | / у 1]Ь'% | (1ух (14)

Функции £(/;,) и С(г/Г) должны сообщать функционалу (14) стацио
нарное значение, что приводит к системе двух обыкновенных диффе- 
р е н ц и а л ь н ы х уравнений

в^"՛ 6 (Д,; + 2Вм)г'- + 31.5ВЯ?

^7՜
4-25зз)^ = | у^’ (15)

3 / 3՜ 1' “3՜ 7՜
у | -т 2Вз:,)>/

и граничным условиям, вытекающим из (4)

«■(0) £''(0) О, ։/(2а) - (2а> 0

б’(0)- бЦ2а)-0 (16)

В качестве конкретного примера рассмотрим прямоугольную 
пластинку с размерами в сантиметрах

0 .к։<1, Л„=0.1 (17)

вырезанную из кристалла бифталата калия, подробно описанного в 
работе [5|. Кристалл бифталата калия принадлежит к ромбопирами-
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дальнему классу ромбической системы. Его материальные коистлип 
по отношению к выбранной нами системе координатных осей, изме

ренные соответственно в единицах $ 10՜““֊ • 7. [1|, #[10 *СС$1 
I дин |

будут иметь следующие значения:

$„=9.27, $-=10.38, $„=9.9, $„=16.05

$» = 20.6, $„=13.2, $„«.֊5.22, $„--0.62 (18)

$.,=—3.8, ъ,=0.231. т,п=0.167, г,„=0.259

Ян 46.6, -133. 76.9, #.« = 27.15. 70.0

I (апомним, что выбранные нами оси л՜, параллельны кристаллограф! 
веским осям, прячем ось .г. перпендикулярна плоскости кристаллогр; 
фичсской симметрии, параллельной срединной плоскости пластинки.

Уравнения (15) с учетом значений (17) и (18) примут вид 

Q?IV֊ V -26.8g)- 10’—(1.226^—8.246*)-0.0943//

<Г~6.7/)1(Г (704СГ- 2580G)=0 (19)1

Характеристический определитель имеет корни

Ь.д 3 4= ±2.2 ±/0.577, >$.*=±1.91 (20)

Записывая общее решение неоднородной системы дифференциальных 
уравнений (19) и удовлетворяя граничным условиям (16), получим

g = [e-’^. ( 0.766cos 0.577^ 0.598 sin 0.577г/З -

— е ?•??.( - 2.86 cos 0.577z/j 8.30 sin 0.577//,) —

-0.(Л43е։ и*‘ —0.097е-1Л1»* 4֊ 3.52] 10՜9 q

G = [e2,37* (1.79 cos 0.577//, 4-4.50 sin 0.577//։) (21)

• e ■— '■'* (—35.7 cos 0.577//! 25.5 sin 0.577//. ’ —

֊ 6.02c1 ”*• 4֊ 40.4e ֊>•♦»*] 10 ՜6 q

Подставляя (13’ и (21) в (12), найдем искомые функции задачи

ЗИ 35 . ...
«’ = ---- j-6- g(.V։)(l

И= -Цр 6’Q/։)(1 — ур (2?i

Полученные соотношения (22) являются практическими формула 
ми для подсчета прогиба и потенциала любой точки срединной плос
кости рассматриваемой пьезоэлектрической пластинки. Зная функции 
//՛ и И, нетрудно найти и все остальные функции задачи, такие, как
дсЦормации, напряжения, 
веского поля, изгибающий

вектор электрической индукции и электри-
момент но контуру защемления, которы/

характеризуют электроупругое состояние пластинки.
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Изложенный метод позволяет рассмотреть поведение пьезоэлек
трической пластинки при других вилах механических воздействий, на
пример, нагрузки, распределенной по линейному или параболическому 
закону, сосредоточенной силы и других.

Ленинградский Ордена Ленина 
хннчеекмй институт им. М. И. Калинина
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THE BENDING OF A RECTANGULAR PIEZOELECTRIC 
PLATE FIXED ALONG ITS PERIMETER

1. A. VEKOVISHCHEVA

S u in in ary

Based upon the theory of bending thin piezoelectric plates, the 
regional problem on the bending of a rectangular plate, fixed throughout 
its perimeter, is solved.

/X variation principle for the thin piezoelectric plate bending theo
ry is formulated, used to solve numerically the case or a particular pie
zoelectric crystal.
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