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А. А. БАБЛОЯН, 11. О. ГУЛКАНЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА СО СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ

Решается плоская задача теории упругости для прямоугольника, 
когда на трех сторонах прямоугольника граничные условия заданы в 
смешанном виде, а на одной стороне заданы нагрузки.

Задача решается при помощи функции напряжений Эрн методом, 
использованным в работах !1 4].

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника, сжимаемого 
но трем кромкам расположенными у краев жесткими штампами (фиг. 1). 
Предполагается, что штампы расположены симметрично относительно 

■оси „Оу“. На остальных частях границы прямоугольника заданы внеш

пне усилия, также симметричные относительно оси „Оу". В силу сим
метрии задачу будем решать только для одной половины области пря
моугольника, удовлетворяя при этом условиям симметрии

•лУ(0, у) = 0, «(О, г/)=0 (1.1)

и следующим граничным условиям:

(х, 6) = О 

(а, у) О

(х, 0) = 0

(0 < х -< а) 

(0 Сг7 С 6) 

(0<х <«)

(1.2)

“{а, у) /3(у) 

«(х, 0) = /5(х)

.(0 У е), 

[(I х <«).

Л (а,у)= (у) (с<// <6) (1.3)

Зу (х, 0) ֊ /4(х) (0<х <</)

=?(-*■• #) ЛИ (0 <.х<а)
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Бигармоническую функцию, через которую определяются все на
пряжения и перемещения, ищем и виде

ф (х> #) У (A sh у ~ Вк ch J..у i • С&к у sh у 
Ь-Ч 

ос-
4֊ /Л- «л. у ch 7.А. t/J cos а,.х 2 [F-„ ch х - 6* х sh $к х] cos у |-

+ (1.4)

Выбором функции Ф (х, у) в виде (1.4) и /0 — 0 в выражении переме
щений [2] будут удовлетворены условия (1.1).

Удовлетворяя условиям (1.2), между коэффициентами разложения 
получим соотношения

Ак = - /Л

Fk — [1 -|- $ка с th ^а] Gk (1.5)

Fk = — С\ (1 -г *кЬ cth ?л6| — якЫ~>к

Разлагая функцию /։ (х) в ряд Фурье по косинусам в интервале 
[0. а]

/1 (х) = у- 4- 2 ак cos «fc х (1.6)

и удовлетворяя последнему условию (1.3), для определения одного из 
коэффициентов С к или Ок получим бесконечную систему алгебраичес-
ких уравнений

Dk sh zkb - Ск

4( -1H

a

a. b
ch a. b ------------ =

1 sh«A6

C l о* (>2 * a2)՛- ’ ',,a aj

2 chpAa - ‘^а )C4cos^-r2C. Л(]/)4-
А 1 Д Sh ?к « /

2 (- 1)"' 1 aJJ^Ishi,!/ - a, (6 у) ch a/i/J 4- Со sh я;, b^(y)} 

(с<//<6) (1.8)

՝ • p k' к

(1.7)

Удовлетворяя затем смешанным граничным условиям (1.3), для 
определения остальных коэффициентов получим следующие системы 
парных рядов-уравнений:

~ Fa
У (Л sh < a cos \ у ; ֊^֊ f 4(y) 4 ՝*a "
Al. 4

(О < у < с)
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«I
к-1

зА Ь сЪ аА 6 

зЬ а. Ь
СИ сояа4.х =

«0 У Ср

(0<х<с7)

._1_ _^9.

где

<(//) =
зЬ з, Ь

сЬа* (6 — у) 
сЬ аА у — ад Ь------- - ----- -----

зп «х. Ь

— *к(1> !/)5Ьяаг;| (1.9)

\ 4

2

2 2

1

Пользуясь точным решением парных уравнений по косинусам 
[1, 5, 6{, а также учитывая соотношение (1.7), определение неизвест
ных постоянных сводим к решению бесконечных систем алгебраичес
ких уравнений

Л (14 Мк) ВД4 У.аЛ7Л 4 ак

П = 2 V ^4 3 ь^г,, 4- < (1.10)
1>=1 р- 1 р-1

= Зс^4- 3 <^+ 3 с1?г,+А
р=л р֊Л р—1

где 
4з * о

а. = ֊ — (֊ 1 >*+'+1(1 — АМ-------£-----------
' ь 0?4Ф2

4- 2 — С.л;А (соз х0)

«а =-֊-м՛՛ 4՜
=4 4՜(1 - ՝г) (ш»՝՛ сй=4Ли р л

сз=44<-1)"^"(го)- ^>44<"1)'>у>‘(г°) (1Л,)

=4 ((с°։ в> ‘г 4 41 (со5 0 > *г ՝2л+
»„ о

-г —֊ гк (соз -ш0)

Л V“(Л*(5) (С0Б°)с1я4՜4՜~ (^2՛гк(СО50Мя4+■ 

,) * 2 о 2 4
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2«6-l_e-V 2?a_1_e-^«
Mk = —-------------------------- > M= —----------------

2 sh8 aA b s h 23t a -j- 23* a

l (cosx cosO)1֊’

shax. 6 * 6ch\6
Hk—---------------------------- —•

sh2 ot* b 

fj
/IV < *o> ~ | (cos 9)z, (cos 6j ctg — d'J 

0

«՛>
/£'(wo) == \ J/k (cos®) i)fi (cos®) tg ՝- d(>

zk (cos G) M (cos 9) ctg ֊ db

(cos 5) A (cosO)ctg-^- (/0

(«'o) 7 ((cos 6) £, (cbsO)tg ' db
>՝ J p 2

0

Mi (cos 9) = - -2-1—-

Z.(cosG) = 2-L2_

£

(* ?3r) (” — 2) sin dz

(cos 0 — COS z)1-
0

'J X
14 9?՜՝ (x) cos dx

L (cos 0)
c*.r ‘ (x) sin - ~ dx

(cos 0 COSA')'"

. b
= p — ’ 

a
a
b

o

I»

d 
u'o = 77 — 

ll
= P . 

b

X?(°) = ֊ — E sin — dz 
'2

(cos z — cis 0)՛ -
o
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(cos О cos го)1 ?

<>

а функции уь (cos 6) и zA(cosf-<) представляют собой соответственно 
сумму и разность полиномов Лежандра [1J.

Неизвестные коэффициенты Ck, Dk, Gi. определяются через Л*, 
Ул-, Z:: из следующих соотношений:

Хк — aj [A ch я* b С к sh aft b |, Yк я? Di (1.12)

Zk= — ?fik ch bk a 4- - p;? - I 
a sh Ba a J

а коэффициенты Дд, Вь и /Д. ֊ -из соотношения (1.5). Для свободных 
членов парных уравнений получены следующие выражения [2]:

&) — 
о

„ zo(cosw0) 
р

р

zp (cos а>|})

Р

- 2(1-Лр)
У —----- -------- [ \ w. (cos ша) 4- (2 пт( cth т, -) Z, (cos ш0)] 4-

pfl Мм

(1.13)

+ (лд«) tg^֊do+ p’5'(0)ig-L 
ац О

EfA*) - 2«о *п со»-тг 
а 2

db 1-

Т.С. 4С. —!,֊. sin-^- = Ст— + — У NPZ„ -■՛■ +
2 4 2 Д р

-4- 4֊ S (֊ ֊ I)'՛ ' (cos z„) - И „ (cos z0)J + 4֊ S (- I)’*1 x
2 >=1 P 2 „ 1 p
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Здесь

[Р (соя г0) — (соя гм) | -т-тг;’(6)с‘гт</։՜ о
г.

КР (соя 0)

-V
* яЬ рх соя —— </х

2
(соя о — СОЯ х)1,? 

л

9 I 9
Г1,, (соя 6) =-------- —

9<’)(х) соя ֊— (1х 
р 2

(соя 0 — соя х)1 '

Р^(сояО)
я!1 р — г) соя <Уг 

(соя 0 — соя г)1/2
(1.14)

— ■'* ՛!•„ (- - г) соя (12
^(сО50)„2Г2_ _---------------------2______

" I (соя 0 — сояг)։? 
о

/р(сояб) -
яЬ рх Я111 —у- (1х 

(соях соя О)1-’

— ।Г* х сЬ рх ят — дх
1К/ < га 21 2 2Ыр (соя и) =------------\------------------------ ------

к 1 (соях — сояО)։՛'2

1 яЬ а. (Ь — ц)
•'/?’ (.у) = — —— аА у -1- «Л Ь------- ------------------ (Ь - у) сЬ ах. у

яп Ь яп Ь

Докажем, что бесконечная система (1.10) в общем случае квази- 
вполпе регулярна. Для этого оценим суммы модулей коэффициентов 
при неизвестных

V |(2 I - у м у) V =
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Пользуясь асимптотическими разложениями функций у. (х), гк (х), 
Е(х), 2*(х) для больших значений к [1, 2], а также разложениями 
Функций

М(со։0)~О(Л‘,’е՜4"1՜”)

Ал (соэО) —

нетрудно заметить, что коэффициенты бесконечных систем Ь&,

(/'= 1, 2, 3) ио „к" имеют порядок —= > а по „р“ они стремятся к 
I к

нулю достаточно быстро I или о(-^—е~ар ) > я > 0 ) , ио-
\ УД1 / \ р / /

этому суммы модулей этих коэффициентов по индексу „/?“ имеют та
кой же порядок стремления к нулю по „А“, какой имеет каждый его 
член.

Например, если принять М/,<^тр՜3 ', то

214'4’1 = 4-^^‘>’’'<4-
Р--1 2 /г-1 2

_? ■ 1 у__ 1_
2 5 ' I £ Р՜' Р <’1

__ I С0П51 

I Т ~к~

Таким образом, 

2Ю 0(-™)
V—1 ՝ А." ՛

^=1՛2֊3’

Р 1 \ К /

то есть, начиная с некоторого „к" суммы модулей коэффициентов 
бесконечных систем становятся меньше единицы. Свободные члены 
бесконечных систем ограничены но модулю и стремятся к нулю, как 
О(А-|Я).

2. Подставляя найденные из бесконечных систем значения неиз
вестных коэффициентов R выражение функции Эри (1.4) и пользуясь 
известными формулами теории упругости, нетрудно получить выраже
ния для перемещений



10 А. А. Баблоя н. Н. О. Гулкинян

„ , ~ соб я,. х
Ех> (х, ]/) = 2 -----------

а—1 ал
г— 2зЬал.у • (1 4֊>) ( \.(6 у/) ей я.»/ - 

5ПЯЛ& I. X

яй *к(Ь — у) 

зЬ Ь
4- '412 511^(6֊ -у}-

- (1 4* >»)(«* (6 ֊ г/)сйя4(Л - у) — а.. Ь с1й «4. Ь бй (Ь -։/)] •

а 5»п 9* У

Ь £1
—- — (1-М)/4 2сй?л.х- (1 Н) 
зй ?к а I

ей Зд х -Ь

сй^(а-х)
+ ?*а------- ГЧ---------

яй а
4-3.. (а -х)бЙ^х |+?о+(-ь--2’С։)А,

<е-
Еи(х, у) - 2 

кЕ{

Б1 п X 1

ад бй *к Ь
'1)М\у 4֊

ей сс, (Ь и)
4- % Ь------ь - ------- г а4 (6 — у) зй *ку 4-

бй ?к Ь

—2сЬ (6—Г/) 4- (1 -г*)(сЬ 1.к (Ь—у) 4-^6
с]г7.а Ь сЬ а<֊ (Ь у)

$Ь я4 ь

֊^(Ь у)ьк1.к(Ь-у) I н- 4֊ 2 1՜05,;-- 24 -Г֊----- (1-№)

X 2яЬ^х4-(1 >)
ц бЬ (а - х)

— /х. О -------—------------Н гх.
бЬ а

(а х) с 11 6. x |

4-^2С:

и для напряжений
а 7.1- I я И Г*, (а— х)(^. У) ֊ — 2 з։п Г'кУ (1 - Л;<) -4— Ьа и------—-------------
Ь 5Ьрда | яп а

I 1(1 бЬя,. (6—у)
— ?Да —х)сЬ13 х 4- V Б1пяд.х - ------- - я4 Ь -----у----- - --------

I II БЙ^б

ей а, Ь БЙ а,. (6 — у\
- «х. (՝Й?- !/) У - \ Ь-------------7----- 7-----------------

БП Ь
*

аХ:(^—!/)СЬя4(6 ֊ у)
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(х, у) = У cos i.k х! Хк *</> (у) 4֊ У к <?^(Ь - у) | 4- 
к к (2.1 >

г --- 2^ COS \ у — (1— Nk) ch 'ik х 4֊ “ ch 34 (а — х) —
b sh ,>А a sh ?k а

4֊\(а x)shpAx 2Са

“ cos a. x I
’И». !/) У -Г- , ■ — ch a* (6 y) ֊ ^b

iS I

ch \ b ch 'J.k (6 — у) 

sh afc b

"'M* z/)shaA (6 y)
at6chafc(6— y)

k сЬя^-з------------- - ------------------- {-
sn b

' ai — y) sh *A у 4- ֊֊ V cos г/Д (1 Nt) ?<“> (x) ֊
b ՝k %

Эти формулы верны для всех значений х и у. Но при вычислении 
напряжений и перемещений на границе области некоторые из этих 
рядов сходятся медленно из-за наличия особенностей у краев штам
пов. Для улучшения сходимости этих рядов подставим значения неиз
вестных X, У, 7 из бесконечных систем (1.10) в формулы для напря
жений и перемещений, вычисленных на границе прямоугольника. После 
ряда выкладок для контактных напряжений и перемещений граничных 
точек вне контактов получим следующие выражения:

1L2 j-
2 cos 2

S.O 0
i‘^lcosCjttf.^-^0

(cos z — COS&)1-

• H- (cosO)4-Ar. (cos1’-') 
!'_ _______P_______

I (cos z — cos 0)1/2
9 .

t cr — db — 
2

р JV; (COS $) Р. (COS 0)

(cos z — cos О)1 -

db

(c$s z cos'

’r ^(Q)^

O)1֊ J (cos z - COS$)J ■'
(2.2)

(0 < z < z0)

b

9
‘Sy <fi '-
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Л 
(cosû) ctg— ԺԾ

Г 2 . w 
+ "շ- Sln ~т (cos 0 — cos w՜)1'-

?;i (cos G) ctg— ԺՕ 
2

(cos 0 — cos «»)’•*

® V V
/Հ (cosO)4-/G։ (cos G) 0
—-------- ------------ --------------- ctg— —

(cos 0 — cos w)1 ■ ' 2

J:___________ 2
(cos 9- cosz)1՜2

n>

րՕ

Æ/' (9)ժ&

. 0 - cos a«)12

/•;- (G)j6

,՝ (cos 9 — cos w)12

Eu Ça, — z ) = £/,(0) - 8C2 —
. • ՜՜ 1 • •• z • շsin----- I sin“------- sin —

In—2—r_______2________ 2- 
■ -о sin —

2

-i-շ —ÿ —
sin — 

a 2 V
sin —- /> i

/V
"Zz,(cospz0 1) — 

P

• -9- b Z 
֊! 2 -en-

1 0
i* L- (cosG)ctg —Ժ6

(cos G -cos г)1'2

/>=1
(֊IK

•- . о
j* M (cosG)ctg — ժքյ

(cos G — cos z)1 2

St,

+
(ö)ctg—ԺՍ

ö'

/;ï (°) ctg -■ d() 

(cos G զօտտ)
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-2-У֊^ Гр[созрад_(_1?ф 2_^у.2^_^|СО5ри,_(_1)Р]4_ 

~ р-1 Р Г' Р

+ —- I 2 СОЯ Мр Гр

</р(соз 6)12֊</0
•О

(соя и՛ СОЯ б)1 2

^р(со5 0)1§Г — «/О 

(соя ю - соя 6)' -

R 5
[*

I (соя хи — соя 6 )’••'- 
е/ 
«*«

где

а коэффициенты при особенностях 
лам и

к (соя 0 Ия—с/б

—------------------—4֊
(сояи» СОЯ б)1-'

<*ъ Г,
р /Жуй

՝ (соя и> ֊- соя 0)։'2 
Ц|

(О < Т4> < «Ро)

“л- 
—-----

а

тряжений определяются форму-

а>=1А(
2 I

У (соя «,0) V ХрНрУр (соя го0) — Л’4’( :/?!>) Ц-

. ^7 (^о) -г ֊֊ /р( 1 ~ Л'р) Л, (соя и»0) 4-0(5 ՝ (2.3)
ь 73 р ։

Г ՝2՜ (
3)----- Лр^^/Лсояго) 4- ^ ( \у¥рМ (соя г0) —

I о ■“ /՛
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— Л’ Uo) -Г Л’(г0) ~ 4С2 — у (— \у X,,L (cos6), 
/»-J * J

Имея формулы контактных напряжений, вычислим силы и момен
ты, приложенные к штампам (фиг. 1)

а ь
Pi = ֊֊֊\fl(y')dy, Рг = 2С.Ъ \f.(yUg (2.4) 

О

а в -Л ( ~ 1 )fc ~ cos a, d
м, - р> - v -——2—— ֊ а + м)

2 “ 4

- у z„-—NfJ֊»֊
Ь Pjsh^ol sh^a (1 ch Ур (I ch 3p a) - d՛^ sh d 4֊

4՜ ch a — ch d

Мз- — p34 C-Cz - “Lv Zt^-S i\C— t (2.5) 

V (~1)4H x 1
П «1 A sh a, b

c 7., sh У-,, c + (ch Хд. (-• — !)(I J-f. b cth a, 6); 4՜

Ур
7֊ sb '? ЬP !>

s\\'ip{b — c) 4-

/? I
i —■—' (ch a c 1) -r ch a (6 — c) — ch a b

sh a _ b )

Соотношения (2.4) выражают те линейные связи, которые суще
ствуют между силами, приложенными к штампам, и поступательными 
перемещениями этих штампов, а соотношения (2.5) устанавливают 
связь между моментами, приложенными к штампам, :։ углами поворо
та этих штампов.

3. Рассмотрим некоторые частные случаи.
а) Пусть с />, то есть боковые штампы приложены по всей вы՜ 

соте. Тогда из бесконечных систем (1.10) имеем

Л7) = /л, Шл:)Л-
4 2 a J

о
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Подставляя значение /л в первое 
лучим

Хк (1 + М) - УМ = /-л,

уравнение системы (1.10), по-

Х0 = 2С,а = «о«
2

где /•/. известное число.
Остается только одна бесконечная система для определения Ул.
Такая задача ранее была рассмотрена в работе [3].
б) Пусть г/ 0, то есть к прямоугольнику приложен штамп 

П-образной формы.
В этом случае

У _
0 2П = </*•.

1 Е Г 
֊■ ֊-
2 а .) 

о

и останутся две системы для определения АТ и 2*.
Случай /5(х)=-0 соответствует задаче сжатия прямоуголь

ника двумя одинаковыми симметрично расположенными штампами.

Фиг. 2

в) Случай (1 а, с~ 0 соответствует задаче для прямоугольника, 
когда по всему контуру заданы напряжения. Случай /3 (у) = /5 (х) — 0 
соответствует плоской задаче для бесконечной полосы с прямолиней
ными внутренними и наружными разрезами (фиг. 2).

4. В рассматриваемой задаче принималось, что материал прямо
угольника соприкасается со штампами по всей длине.

В случае длинных штампов с гладкими и неволнистыми поверх
ностями возможен отрыв материала прямоугольника от краев штам
пов вплоть до точек -и^п>ш0). Например, если
/з (//) и А(-г)—неубывающие функции и их первые две производные 
неотрицательны, очень вероятно, что материал прямоугольника отры
вается от штампов от их концов г0, «'0, но при этом в углах прямо
угольника не происходит отрыва материала. В таких случаях положе
ния точек отрыва определяются из условия непрерывности

нормальных напряжений в точках отрыва, то есть из условий
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о, (а, Հ’>) = ք2&"), zv(«#), 0) = Հ (w<”) (4Д)

где зд (а, z՛/Օ и («'о \ 0) вычисляются по формулам (2.2). Так как 
регулярные части нормальных контактных напряжений в точках и 

принимают соответственно значения f.. (z^1) и /»(«Վ’1), то согласно 
условиям (4.1) коэффициенты при особенностях R и Q н формулах 
(2.2) для контактных нормальных напряжений должны обращаться в 
нуль

R = 0, Q =: 0 (4.2)

Условия (4.2) в случае наличия отрыва материала от штампов явля
ются уравнениями для определения координат точек отрыва.

Нетрудно видеть, что при фиксированных значениях շ^> z!if 
условия (4.2) являются теми предельными связями между 

внешними усилиями, которые еще обеспечивают безотрывный кон
такт.

В случае, когда отрыв материала происходит только от одного 
из штампов, координата точки отрыва будет определена из уравнения

Q=P

при отрыве материала от боковых штампов и из условия 

/? = 0

при отрыве от нижних штампов (оснований).

Институт механик:« Поступила 10 V 1972
АН Армянской ССР

Ա. ճ. ւԱԼւ՚ԼՈրԱԱ., Ն. 9. '1111՝1.րԱՆ!11ԼՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ IiiII.IM) ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ 
ԱԶԳԱԿԱՆՈՒԹՅԱՆ ՏԵ11ՈՒԹՅԱՆ ՃԱՐԹ ԽՆԴԻՐ!!

Ա մ փ и փ ո t մ

Լէէէծված I, ուղղանկյան Համար այն հարք! իւնղիրր, երբ ու ղг/ անկյան երեր 
կողմերում եղրա յին պայմանները արված են քսաոր աես րով, //«/у մի կողմի 
վրա տրվում Լ բեոր։

ենթ ադրվ nt ւ1՝ Լ, որ շոշսւփււղ յարումները ամբողջ ե ղ ր ա ղծ ո մ բացակա յում 
են ե ո ։ ղղ ան կ յ nth ր սեղմվում /; ղէէէղաթների մաո ա ե ղսւ վո ր վա •} կոշտ ղրոջմ- 
ներովւ

եէնղիրր ոկղբոէմ բերվում է եո ան կ յ ան ա չափ ական ղույղ ' ավա и ա րումնե- 
րից կազմված սիաոեմի, այնաՀևաև րվաղիյիովին ռեգւււլյար Հանրահաչվա
կան Հավաոարումհւերի անվերջ սիււտևմներիւ

Դիտարկված են մի րանի մասնավոր ղեէղրեր ոյ արա մ ե ա ր ե րի սաՀմանա֊ 
էին արժե բների և տարբեր ե ղ ր ա յին '։ ( ա յմ անն ե ր ի Համարւ
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A PLANE PROBLEM IN THE THEORY OF ELASTICITY 
FOR A RECTANGULAR REGION WITH MIXED

BOUNDARY CONDITIONS

A. A. BABLOYAN, N. O. GULKANIAN

Summary

A plane problem for a rectangular region is solved where bounda
ry conditions are given in a mixed form on its three sides, with loads 
given on the fourth.

It is assumed that tangent strains throughout the contour are non
existent and the rectangle is pressed on its three sides with rigid 
punches placed at its edges.

The problem is reduced first to a system of dual trigonometrical 
equations, and then to a quasiregular infinite system of linear algebraic 
equations.

Some particular cases for the limit values of parameters and for 
different boundary conditions are considered.
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