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УДАРНОЙ НАГРУЗКИ

£ 1. Рассматривается задача о движении слабо нелинейной элек
тропроводящей сплошной среды под действием ударных нагрузок. 
Возмущения предполагаются малыми, но в окрестности ударной вол
ны и для больших расстояний необходимо учитывать нелинейные п 
диссипативные эффекты.

Ударные волны в нелинейной среде- рассмотрены в [1|, [2], (3]. 
Основные методы, применяемые в данной статье, развиты в 14], [5], 
[6].

Уравнения движения магнито-упругой среды удобно записывать в 
эйлеровых координатах, в которых записаны уравнения Максвелла.

Рассматривается одномерная задача о движении упругого тела, 
под действием взрыва, сообщающего в сечении х — 0 частицам сре
ды скорость 7՛ где , мала. Начальное магнитное поле одно
родно, равно Н и направлено по оси у.

Уравнения движения образца, уравнение неразрывности и урав
нения Максвелла имеют вид в одномерной задаче

~ С -• ——
/ , го( Н. го1 Е —} 4г с д1

где V = г (дг. /I скорость частиц, ;> у—11------ плотность, г—деформа

ция, ?о—начальная плотность, о — напряжение, с — скорость света» 
у —плотность тоКа, В — магнитная индукция, Ё— напряженность элек
трического поля, II напряженность магнитного поля, -0 — электро* 
проводность^ 1.

Из уравнения Максвелла, то есть третьей группы уравнений 
(1.1), получится уравнение индукции, которое вместе с (1.1) дает сис
тему уравнений
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Ov <,v \ ,h 1 i . ыv — “------- г — (rot Я
Of Ох / Ох Ат.

Я)>

£1
01

д'. dv——ь —
Ох дх

(1.2)

ОН 
01 rrot(v Я)

= 0

В (1.2) учтено, что поскольку все величины зависят от л՛, то

Связь напряжения • и деформации г берется с учетом нелиней
ности и вязко-упругости [7]

И.З)

где л. <7, a, Zj—постоянные.
Кроме того, нужно вычислить выражения rot Я И и rot(<՛ Я), 

причем Ну—Нйдх, Hf, - Яо(1- Л,,). где Яи -начальное поле, (Л», /?„) 
возмущенное поле.

Вычисление дает

rot н = кН„ ; rot/? /?=■֊//„ ^Я,/ + Н„Н, 
дх дх дх

, г,, 0vH4-rot (v Я) ——՛*/

Подставляя эти значения в третье уравнение (1.2) или в уравне
ние индукции, можно получить

<•>//, 04L дНу О-H., dvHv  — 7j------ -  = > --------- — ----- - 
Of-------- Ox”----------Of----------- (Jx- Ox

Из граничных условий на границе образца, где /?, - 0. можно 
получить, что всюду Я, --0. Тогда, поскольку HtJ Нп{\ t- Л7), МОЖ
НО получить уравнение индукции

d/h _ dv Ovhf, d՝’h։,
7 т~ “ -------- г 't u-4)of OX Ox Ox‘

Уравнение неразрывности имеет вил [2|

где учтено, что р j՜1^՜ ’

Уравнение Движения

(1.5) получится, из второго уравнения (1.1).

или первое уравнение (1.2) с учетом (1.3) 
дает
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(к^ 4 С)А4 .
д1 Ох ' \ 3 / дх 3 дх

/ гл , 4 <• \ </՜^ ^՝՝ д/1ч ..
I А • — 6 ) 7. —■_֊----------------ь. (1
' 3 / дх(Н 4՜ дх

■֊ /ъ,) (1.6)

где

1 - в

В линейной задаче при отсутствии вязкости и электрического 
сопротивления ~ - 0. ■/, 0: из (1.5), (1.6) и (1.4) получится

(К (IV ди 0 де М,; дЬч ди— “ 1 — ■ » ■ - сг —----- гг. ----■ • ■ - ■ ' ——- ■ " - — (1.7)
Ох д( Ох ОХ О/ Ох

где
К

Г12 —

С!

—
Н21 ‘о

«р
К. а1 4

-скорость распространения упругой волны, Ц| скорость Альфйена 
Из этих уравнений можно получить уравнение для ;՛ в линейно։

задаче
(г3Ц _ 

др дх-
(1.8)

где <՝• — ар с скорость магнитоупругой волны.
Начальные и граничные условия имеют вид

и — ---- — 0 при / — 0
01 (1.9)

1՛ , И(/) при х = 0

где ; 1.
Решение (1.8), удовлетворяющее (1.9), получится в виде

х

.V с/
(1.10)

Из остальных уравнений (1.7) получится

/,,= 2_7кЛ-—). ։--------֊ти((-----—(1.11)
с \ с / с \ с /

где произвольные функции от х равны нулю, поскольку при I - О, 
в = Лу = 0. ’ *

Как видно из (1.11). граничное условие для А,? при х — 0 не тре
буется, что связано с бесконечной электропроводимостью среды и
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тем, 
всех

что Начальное магнитное поле параллельно оси г/, причем для 
/ Н, — 0. ТО есть силовые линии параллельны границе образца [9]. 
Учитывая форму линейного решения, и нелинейной постановке

можно полагать

Здесь зависимость от более 
Учитывая, что

Ои 
։՝Н

(1.13>

(1.12)

можно из (1.6) получить 

д/՝՝ ֊՛■ .. <>։- — / .— 
д-. с /Л

V.'), Н, = ~Х('., г). л)

ГАС . х .-. = /----------------  =
с 

слабая, чем от *.

^.=_2_^£ +
дх с д' ' д:

_дГ ч _ :3У дУ
д? / 3;-о с д-. а'} с д~*

-о’(1+-;Х)(֊^- — -■;='֊ ^-Х֊\ (1.6')
՝ с д~ Ог с & /

ые оставлены малые порядка
Уравнение (1.5) в порядке примет вид 

дУ_ ֊ 1 дГ тГг/У оЕ_ 
д- с д'. с д~- ՝ дг

У Ор 
с д~.

"равнение (1.4) лает 

дХ \оР оГ ; Л \ д^Х 
е о՜. * ог с О'. с՝ дх1

’равнение (1.6') дает

аК ^д У _ =
д' с д' с д' с о-

с ' д'.
■>У ‘>К.‘:

՝ д: ЗугХ «п
а даУ
с

(1.14)

(1.15)

+ а՛ А -х''< (1.16)
с о-- ’ 1 д: с * д'-

порядке 7° = 1 из (1.16), (1.14) и (1.15) получится

г., "к у 31.x 0, Г —Г 0, X —/■՛ о 
<7 С С С



40 Ж. О. Ахиняч. А. Г. Багдоев

откуда X » V — ֊ • что дает условия совместности на вол-
<? с

не. .Эти условия можно подставить в слагаемые, имеющие порядок ;. 
Тогда из (1.14) получится

дУ 1 дГ - (1 17)
д~ с д~ ' дг

то есть нелинейный эффект исчез в уравнении.
Из уравнения (1.15)

1 о/՛ . оГ _ 4_
От с д’ ‘ дг С- д’ с3 д’?

Из уравнения (1.16)

сг , <>о с у а; д.\
о՜ с д~. с дх ~ с ՛ а- с3 ' д’.

2К/. г дЕ ----- - . л а- 
3?0с։ ՛ 0- "с

Ор ., 7 дЕ 
д: °1 <• дг

, 2 а д-Г 
Та.՜. “ ֊т 

с’ д’-

ГТ дУ дХ И 17^Подставляя — » ---- из (1.1/),
о-. о-.

(1.18՜) в это уравнение, можно найти

дГ „ 2Е дГ \ «! д-Г 1 ~ дГ
о;---------- ----------------- :— ~՜ — г —

ог с? О'. ’( С 0՜' с1 д’

г ' 2К X, г оГ . а 0-Е (1.19)
с‘ д'. 3?ос’ д'. 0 С3Т 0՜2

Из (1.19) окончательно получится

—= 5֊ (1.20)
Ог д- д-։

где
За? 2 К-   ■ -> ?. , о •> > 

. с* 3',ос‘ , 1 / Л «1 « °П \
к~ 2 1 2 \ * с5 ՛ •; с։ /

Для жидкости и газа /։ < 0. для твердого тела /։ 0 (3,7. 10].
Из (1.20) видно, что магнитное поле увеличит „жидкие“ свойства 
среды, то есть наличие ударных волн сжатия, а не разгрузки (см. 
далее).

В газовой динамике |4]

?=֊(Р-Р0)
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но
а1_ 'Л. р-^

Отсюда можно получить 
, , 1 + X .

и, сравнивая с (1.3), при » - 0. '< 0 можно получить

, г 4 г 7 I ?•/ К Ь“<՛ К V (1‘ - -г- = V

Политая н (1.20) I 0, можно 
идеальной среды

of
dz

Решение (1.21) имеет вид

найти уравнения нелинейной задачи для

кГ^ О (1.21)

X. ;(F) (1.22)
где > (7՜ )—произвольная функция, определяемая но условию (1.9) к 
диде: при х = 0, - =/; ^(/) — /) или /•' К(/), от
куда > ’( ') = 1/’(') и (1.22) примет вид

И(-֊*7хГ) (1.23)

Полученное решение отличается от линейного (1.10) лишь для больших 
х и / и в окрестности волны, где ’ =z- 0.

Условие на ударной волне получается из (1.21), если искать ста
ционарное решение (1.21) в виде F=u, х— к/, где Ко ско
рость фронта ударной волны, причем в первом порядке по ■; получится 

И К0 = с--^Л (1.24)

Обозначая ■>(!•*), (1.23) можно записать в виде

—-^хГ(Г,)= у; (1.25)
с

Подставляя (1.25» в (1.24), можно найти, интегрируя вдоль удар
ной полны [ 111 

г,
—\l-dY, (1.26)
А~х J

Пусть площадь под кривой /՝ /'( У,.» конечна, причем граничное 
Значение /'(/) имеет вид, показанный на фиг. 1.

При х - У’ • 0. поэтому У'о. где Уф—корень уравнения 
1՝ 0, и в верхнем пределе в (1.26) можно полагать Г, Го.
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В случае должно быть Л^Х), то есть

Г 1 -Д рЧЛНГ, (1.27)

11о (1.12) *{ Г{ У։) = и из (1.27) видно, что ударная волна обра
зуется при 0, соответствующему нагружению стержня, при
чем в некоторый момент ( У*о) (фиг. 1).

Если же И(У’։)'<0, что соответствует разгрузке, то Г(У։)<0. 
Тогда, согласно (1.27), должно быть /’ 0, то есть ударная волна от
сутствует и имеется непрерывный переход через волну х — с1 к не- 
возмущенной среде [10].

Фиг. I
Таким образом, соответствует ударным волнам газовой ди

намики.
Если к >■ 0, то будет ударная волна разгрузки, поскольку в си

лу (1.27) должно быть V < 0. В этом случае можно рассмотреть и 
задачу о нагружении с убывающей скоростью И(/). Тогда по перво
начально непрерывной волне нагрузки [1] будет идти ударная волна 
разгрузки,в которой скачок скорости дастся более общим уравнением 
по сравнению с (1.27) [4|, а именно уравнением (2.9).

§ 2. Уравнение (1.20) путем замены |4]

дУ
2ч д-. (2.1)
к V 

приводится к виду

(2.2, 
дг д'*

причем начальное условие для (2.2) при г՜ 0 имеет вид

& * г
(2.3)

И(0. /)-е 6

где к (0, I ) - к’(/) дается (1.9) и фиг. 1.



Движение упругой среды в магнитном поле пол действие« улара 43

Решение (2.2), (2.3) имеет вид [4] 
ад

1/(2, -) vp— ( ”г> dz (2-4)

s®jS|ii «• •»

Ф(с, т, 2) = -(2.5)

’ о 
Тогда по (2.1) можно получить

</5 Г1/(;)е-М;
9? J 2 ՝>* J

F=~------- ------------------------------ ---- -------------- (2.6)

e”‘U еф

При ’•■^•0 метод стационарной фазы в применении к интегралам в 
(2.6) дает в стационарных точках функции Ф

Отсюда ՛ — zk И(:о) — ;г,; F V{~ — zkF), что совпадает с решением 
(1.23), полученным для о = 0.

Пусть будут два максимума :0 и 2 в (2.7), причем для этих 
максимумов фазы Ф одинаковы. Тогда [4] при 5 -- 0 образуется мно
гозначное решение и для устранения многозначности нужно ввести 
ударную волну |11|. Условия на ударной волне, разделяющей два пе
ременных движения, могут быть получены непосредственно из реше
нии уравнения (1.21) подобно получению условия (1.27).

Однако более общий подход заключается к применении метода 
стационарной фазы к (2.6) при малых 5.

Аналогично (2.7), тогда можно найти в стационарных точках 
ii.) [4]

Ф (;,) = Ф(;2); F. - |/(;։); R - |/&) (2.8)

где 2 и |/(?1.:) связаны (2.7).
Здесь использовано условие совпадения значения Ф в точках 

максимума, то есть на ударной волне возмущения позади нее догоня
ют возмущения впереди нее. Из (2.8) и (2.5) получается условие на 
ударной волне, разделяющей решения Л'։ и Г,

^-֊Г(ч); Л-֊- /(h)

(2'9)
I ( И(Г)</; = (- ֊ ;,)
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или по (2.7)

С И(?')<i\'= - & - ։.) (210>

*1 

что выражает условие равенства заштрихованных площадей фиг. 1 
между секущей и кривой F — J/(:) [11], причем на фиг. 1 показано 
положение заднего скачка, а положение передней ударной волны, 
движущейся по невозмущенной среде, дается (1.27), что можно полу
чить из (2.10). полагая

Aj = 0, ;2 = Уj, /2 = /■, ‘ — — к/՛z

Можно искать квазистационарное решение уравнения (1.20), где 

г ci \ ' 5= *. = Т 1

которое имеет вид

F = — /•՛(, th - ~ const (2.11)
2 ох

Из идеального решения (1.25) (то есть при ՛< 0). учитывая, что для
больших I имеет место У։ • Уо, где |/(/„) - 0, можно приближенно 

- . Xполучить, обозначая f-------= ~,
а

z-kzF= Yo 
откуда

И~кг (2.12)
5

Решение уравнения (1.20) можно взять в виде [12]

F=T6-r»thO И

где в решение (2.12) добавлена структура в форме (2.11), причем

Подставляя в (2.13) Ь ~ kz, получим

/•՝=֊֊( ֊ <2-i4>
zk \ 2rJZ /

Можно проверить, что при о= const (2.14) есть решение (1.20).
Для более общей задачи, где 'I - const, подставляя в (1.20) реше

ние (2.14), можно убедиться, что все слагаемые сократятся, кроме вы

ражения __Ц. А 221.
ch՜֊^՜ '2>‘՝г՜

но им можно пренебречь при условии

1-1 г,.
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Решение (2.14) при ' — --- переходит в (2.12). то есть в идеаль
ное решение, давая структуру ударной волны для больших х. Можно 
исследовать ряд задач для частных видов условий (1.9) и получить 
решение для всего диапазона х и / [5].

§ 3. Следует отметить, что в силу уравнений (1.1), (1.4), учиты-

вал малость — 1, можно в основном порядке записать уравне

ния движения (1.1) в переменных Лагранжа X ֊ х и(Х, О, где и
ди П1 мещення частиц, е -— |3| 

д.\
Уравнения имеют вид

во втором порядке.

В;. дь„ В:,
дХ

д-и
4п <>Х 4

д/ь, 
'*дХ; 0 (Я֊

(3.1)

дЬч 
01

д՝и 
дХо1

д’Ь
дХ

откуда, повторяя выкладки $ 

(1.14), (1.20) в лагранжевых

1, можно снова получить соотношения 
дакоординатах, где г» - —• •

О V т*В (3.1) учтено, что — а н членах порядка •, -֊ поло
са Л р

жена х = Л՜.
Тот же вывод относится не только к плоской задаче, но и к за-

даче при наличии цилиндрической симметрии, где все величины 
сит лишь от ( и радиальной координаты г.

Предполагается, »«то начальное магнитное поле постоянно

зави-

и име-
ет лишь кольцевую составляющую (77

В цилиндрических координатах г. з
•и Л>.
2 уравнения движения имеют

НИЛ

К 
дг

д֊иг 
др

4^՜^

дН.
Ун

д
Ог 11 4֊-0

(3.2)

где осуществлен переход к лагранжевым координатам г, ? и 

хожено, что решение нс зависит от - и г, причем Д/7 =՜

предпо- 
0-7/.
дг

1 Н
V. - —— и. поскольку в начальный момент напряжения в среде дол ж- 

Чти,
в*

мы уравновешивать напряжение • можно полагать
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где ъ и

Здесь

Из (3.2)

(7г

да
Тг 4

3. д^ - 
дг 4-г

՝. находятся из соотношений [7].

5.-ЗЛ'(1 *йс):0 26’(«-л֊М 

з; = ЗА'(1 РМв)«о 2<7(:. ֊ :0)

ди.
дг

Нг I

можно найти с

- 3.

0!

г 3

учетом (3.3), полагая //, == I1 | Л,)

• (/ и' И / и К' (] к ) Мь֊ 1 
агг = ъг 4^<։ ՛ '՛•> ՛ /,՝) «г

Ог о{ дгд(

Подставляя (3.4). (3.5) в (3.6). можно получить

д'и, 
дг

4
3

1 д’к
г а г'՝

4֊
■2КХ| д1!!.

3 Ог дг3

/°

дк.
01

о'и,
֊(2л.- /г) -

^^--(1+М-
0Г 0/

4-

О:и. д3к.
огд։ г3 дгл

Решение системы уравнений (3.7) будем искать в виде

и, = “ и* (", г); т = / - Л

(3.4)

(3.7)

13.

(3.5

(3.8

с

Вычисляя производные подобно §1 и упрощая уравнения, можно по« 
лучить в порядке

0:ы _ д • о: 2 К/. _ дш д2и1 дш
д’- с д^д^ 3 рос։ ՛ д- 0-.3 сг д’.

՛. С?о։
сг 0’

а; 1 ди. д/1.
02

11. дш -дш
с д’

Отсюда получится 
2а3

дг с

: 2а?
с

2Л7, 
3^

’ >« с’ш
“ с1 1 д’.3 ’

а’ 4- 2а; 1 дш
д’.дг

I дш (Яш

с д’.

<г '։ "С։ “ О
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или вводя обозначения

/?= <>и' .
О֊.

а՝ > 2а]
2
֊ *4 ֊ За?

л - --------------------
2с1

(3-9)

В линейной задаче для идеальной среды, где •=„ эс֊, получится из 
второго уравнения (3.6)

Л։ = &
Ог

причем для и получится уравнение

<*Ч й-+2а; /) д11г чг \ 1 д֊и։.
~ ~ ^г՜) '^77՜ (-х10)

/՛
Уравнение (3.9) лишь слагаемым / отличается от плоской задачи, 

г

Уравнение (3.9) заменой /•'= • х։ г1՜* приводится к виду

! (3.11)
0хг & С/-'՛

где 
ь о

II =-----------. \ - ------------
2(1-л) 2(1 л)

Пусть I = 0, тогда
!*'+2Н(/^0 
дхл 0-

решением которого будет

-^2Них.Л֊!(и), и=Г'г' (3.12)

где 1(1}) находится из граничных условий на поршне: при г - 7^(/) 
и. = \К'(() или из условия перехода (3.12) в линейное решение на 
выходе из волновой области.

Обозначим /(/Гг՜)- У'р тогда /;гх Ф ( Л), где Ф функция, об
ратная к /. Из (З.И) получится

г.^2НРг • Г։ (3.13)
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или

-----2Нх'-Ф(У^ У, (3.14)
С

Из (1.271 па ударной волне имеем 

(3.15)
/■ Ф(Л)г-’л

что дает закон затухания ударной волны в предположении Ф^>0. 
График Ф(У\) дается для специального вида граничных условий на 
фиг. 1, причем при г - :, Ф ( У\) —՝ О по (3.15), а корень уравнения 
Ф ( У\) = 0 по-прежнему обозначим У’о. Для больших г н (3.14) 
можно считать }\ — У’о, тогда

2Нг՝ -Ф(П) у;
откуда

___ £о
2Нг

то есть имеет тот же вид, что для плоской задачи, или

1 о 
2Нху

(3.16)

Уравнение (3.11) при •> 0 в квазистационарнон задаче

имеет решение

и = ֊ ип (И----- , 4/0=сопз1

2 ^л֊/՜

Квазистационарное решение имеет место при условии
I— \2Ни ди \> \и ~1Ц,|
I <>Х։ . д- I

или
1-1 <£ \2НххЩ

(3.17)

(3.18)

Из (3.16) и (3.17) можно построить приближенное решение, к котором

^=
Уд 

2ПХ1

и

тогда по (3.18) при выполнении условия

и« >;.1
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решение
1

2777 “

должно приближенно удовлетворять (3.11), что можно проверять не
посредственной подстановкой.
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SOLUTION OF ELASTIC MEDIUM MOTION PROBLEMS IN 
A MAGNETIC FIELD UNDER PERCUSSION LOAD

Zh. H. HAKHINIAN. A. G. BAGDOEV

Summary

Continuous medium motion problems in a magnetic field under a 
specified load are considered.

Assuming the smallness of disturbances, a non-linear solution is 
obtained, taking into account viscosity and finite elcctroconductivity.

Non-linear equations are derived and their solution is presented 
both for plane wave and for a cylindrical symmetric problem.

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. Л» 1
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