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ПРИМЕНЕНИЕ СООТНОШЕНИЙ РАСШИРЕННОЙ 
ОРТОГОНАЛЬНОСТИ К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Возможность точною решения краевых задач теории упругости 
методом однородных решений связана со свойствами ортогональности 
собственных функций соответствующих однородных задач. Установ
ленные впервые П. А. Шиффом [1 |. а затем П. Ф. Папковичем [21 
для различных частных задач, подобные свойства могут быть найде
ны методами исследования краевых задач для систем дифференциаль
ных уравнении первого порядка. Переход к таким системам в задачах 
теории упругости предложен в работах Литтла, Флюгге и их последо
вателей. Метод Литтла |3. 4. 5] позволяет строить собственные век
торы сопряженной краевой Задачи, биортогональные с собственными 
векторами исходной задачи. Идея Флюгге состоит в переходе к са
мосопряженной краевой задаче для соответствующим образом постро
енного расширенного вектора [6].

В настоящей работе рассматривается общий подход к решению 
двумерных однородных краевых задач, приводящихся методом Флюгге 
к самосопряженной проблеме.

1. Рассмотрим области плоско деформируемых՛ прямоугольника и 
кругового прямоугольника, а также область продольного сечения осе
симметрично деформируемого полого кругового"'пнлиндра (фиг. 1).

Фиг 1

Для общности дальнейших рассуждений введем безразмерные 
координаты л՜, .у (0 л։ <./, а у Ь) но формулам:

прямоугольник
л՛ х, /?, у — у. Л, / — 6 = — сх = 1 (1.1)

к ру го но й п рямоуго л ьн ик

у= 1п(р/| р։р2), Ь — о=1п(| р=/р։ ) 
цилиндр *

а* = У = ЕЬ < - Ц'*# а = ?։,'р2, 6 = 1.
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Пусть на границах у - а. к областей заданы некоторые одно
родные краевые условия, позволяющие привести задачу к самосопря
женной проблеме (7], а на торнах х — О, I перемещения и напряжения 
принимают следующие краевые значения:

х = 0: и = и (у), V = V (у)

р3г/(2р) = г (у), ^.¥/(2р) = (у) (1.2)

х = /: «=м*(у), у = х/*(у)

(у), ^/(2<0 = (у) (1.3)

Здесь м, у—проекции вектора перемещений на оси х, у соответствен
но: для прямоугольника ;• не читать. Заметим, что по два из краевых 
значений (1.2), (1.3) заданы.

Как известно, основная проблема метода однородных решений 
заключается в том, чтобы по заданным на торнах краевым значениям 
найти коэффициенты Ск решения

и (х, у) V Ск 5л (у) е '*' , и■ - . " • 1к - | 
л-.-о IIу II *

(1.4)

Здесь ^ — собственные векторы, а 'к—собственные числа задачи \
Таким образом, возникает проблема одновременного разложения 

четырех краевых значений в ряды по однородным решениям. Для ре
шения этой проблемы в задачах с указанными выше однородными 
краевыми условиями воспользуемся соотношениями расширенной орто
гональности однородных решений. Вывод таких соотношении для рас
сматриваемых задач с однородными краевыми условиями

у — а, 6: и ~ V = 0 
приведен в работе |7].

Запишем эти соотношения в виде
л

( '26к, к = $
I 0,

(1.5)

(1.6)

Здесь
7.; = иА(у.), г^(у), Ъ(у), ’к(у)т (1.7)

—фундаментальные собственные векторы, имеющие компонентами од
нородные перемещения . <>., и однородные напряжения ‘к, ~к. В со
ответствии с законом Гука имеем: 
для прямоугольника

5А(у) 1)"‘(уА֊ т/кИк), Ч(у) = (и'к — (1.8)

Вид собственных векторов и характеристически։? уравнения рассматривае
мых задач можно найти в работах [3. 4. 6. 8|.
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‘ v cJ^’L г
2?/ му (//>, II х.~ | ’И«/) 1

для кругового прямоугольника

о* (//) = (т — 1 )՜1 [и* 4֊ щ ( vk — /kuk )]. -к \у ) (uk — uk — ) 2

— ' |= \С; "< ֊2р 1 -,.у (//) ։ W

для цилиндра

ч(?/) у («* -->-т);2

'' 5» (.'/) _ V г ЭИ.Ф „ V
2и !! д“ Г-Н?/)

Здесь т число Пуассона и штрихом обозначено дифференцирование 
по у.

В задачах о прямоугольнике и цилиндре противоположные свой
ства четности по > групп однородных решений ь՛.., '<• к г«4, ՛. (см. 
выражения (1.8), (3.5)) приводят к внутренним соотношениям ортого
нальности. Действительно, сложив соотношения (1.6) для 'к, . и ‘к, 
—найдем

* I Сд, /’ = >•’
I («д. 5« “ = П«9)

I °.

Можно показать, что выражения П.9) эквивалентны соотношени
ям обобщенной ортогональности П. Ф. Папковича и П. А. Шиффа 
для прямоугольника и цилиндра соответственно.

Следует отметить, что для кругового прямоугольника соотноше
ния (1.9) не выполняются, так как здесь однородные решения не об
ладают указанными свойствами четности.

Метод Флюгге позволяет найти соотношения расширенной орто
гональности вида (1.6) у задачах о прямоугольнике и цилиндре и с 
другими, отличными от (1.5), однородными краевыми условиями

у a, b: -у T.vy 0, г/ - 0. <՛ ',.7 0 (1.10)

В этих задачах также выполняются соотношения (1.9), что соответ
ствует результатам работ В. К. Прокопова |9] и Б. М. Нуллера |Ю|.

2. Соотношения (1.6) позволяют найти решение задачи Коши, 
когда на начальном многообразии х const заданы как перемещения, 
так и напряжений. Действительно, если, например, известны функции 
(1.2), то решением такой задачи будет ряд (1.4) с коэфф ициентами 
2 Взвестяя АН Армянской ССР. Механика, № I
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л
а = (2С4)֊‘|’х1Лх (2Д)1

</

7. О/) = 11« (у)» г՛ Су)- ~ (у)> ’ (</)] (2-2)

Внутренние соотношения ортогональности (1.9) позволяют найти 
точное решение некоторых краевых задач о прямоугольнике и цилин
дре. К ним относятся известные задачи с заданными на горнах нор
мальными перемещениями и касательными напряжениями или касатель
ными перемещениями и нормальными напряжениями [10. 111. Так, если 
заданы краевые значения и , - . и*, -л. то соотношения (1.9) позволя
ют найти коэффициенты решения (1.4) в виде

л
Ск — (6\ зЬ >*/) 1 [-*:>* — «*5*4- е к> (и'зь ~ ' ик(2.3)

<1

Если на торцах заданы г՛:, ’/ . г՛*, =!, то

ь
С„ = (С։ ; :1) 1 [ [«’Ч - «*»* -«■ (։>-*)! 4, (2.4)

<1

Когда на торцах прямоугольника или цилиндра заданы разные 
комбинации сопряженных условий, например, и , ~ . V*, з*, то

л

Ск (бТеИ/ч-/) ‘ —-0*4. • е 1 (э ик — г> ~к)](Ь/ (2.5)

•I
11евынолнение соотношений внутренней ортогональности в задаче 

о круговом прямоугольнике свидетельствует о том, что здесь невоз* 
можно найти точные решения краевых задач методом однородных ре
шений.

Таким образом, в общем случае коэффициенты Ск решения (1.4) 
рассматриваемых задач могут быть найдены лишь приближенно, на
пример. методами коллокаций |12], полимоментов [13.’ или ортогонали
зации | Ю]. Однако с помощью первых двух методов все четыре крае
вые условия на торцах могут быть удовлетворены лишь приближенно, 
а метод ортогонализации, позволяющий удовлетворить двум усло
виям на торцах точно, требует построения специальной системы функ
ций и разработав пока только для задач с одинаковыми комбинаци
ями краевых условий на обоих торцах области.

Свойство расширенной ортогональности (1.6) указывает есте
ственный путь построения другого метода приближенного решения рас
сматриваемы}: задач, который заключается в переходе к задаче Коши 
для приближен но доопределенного начальной» вектора (2.2). Две не
известные составляющие этого вектора могут быть найдены из уело- 
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«ий, чтобы решение (1.4) задачи Коши удовлетворяло краевым услови
ям на торце л = I.

Такие условия для полубёсконечных прямоугольника или цилин
дра вытекают из требования затухания решения /1.4) на бесконечно
сти

X’ Я X 4/ « 0, Не < 0 (2.6)

Соотношения (2.6) эквивалентны найденным М. И. Гуссейн-Заде (14) 
другим методом условиям существования затухающих решений задачи 
о полуполосе.

Для конечных областей в соответствии с (1.6) найдем разложе
ния векторов х и X* - и'՝!՛"՜”'1 '

ь
7,(у) = У С-7.х (.у). С' в\՜ I /./</, с/у

Л--0 •/ч
1՛

1г-0 • V<г

Однако любой из векторов / • X* полностью и однозначно определя
ет напряженно-деформированное состояние области. Поэтому с необ
ходимостью должно быть Ск = С[ или
К7 Л

I (и '^к— ’~г>к 4- 5 ик ֊ V- -к) (1у = ( (М«зл — г^-к)с1у

а а
(2.7)

Условия (2.6), (2.7) могут служить для определения неизвестных 
краевых значений. Воспользуемся для этой цели методом ортогонали
зации [14]. Перенеся в правую часть интегралы от заданных краевых 
значений, запишем найденные условия в виде

А

\ Ф*։’.0 И' (.7)^7 — ад » &=0,1, 2,- - (2.8)

<»
Здесь И7 (у)֊ искомый вектор, имеющий компонентами недостающие 
краевые значения, Фх-(у) неортогональные векторы однородных реше
ны«, а. коэффициенты, вычисленные по известным краевым значени
ям.

По системе векторов Ф*(у) построим ортогональные векторы

*.(</)= Д7։, У | чфР,<7= ՝'■■՝" '■ (2.9)

4-^0 •• 0, т- $а
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Здесь через —„л обозначены алгебраические дополнения элементов
ь /»

Л«֊ ( Ф1Ф„

и

(2.Ю)

матрицы

(2.11)

а определитель этой матрицы (АЛп֊хДЛ ։ ). 
Разложение искомого вектора

*-Н>
(2.12)

имеет коэффициенты
к

А-О

(2.13)

Ограничась .V членами разложения (2.12), можно найти прибли
женные краевые значения, доопределяющие начальный вектор вспо
могательной задачи Коши. Решение (1.4) этой задачи с коэффициента
ми (2.1). вычисленными для вектора у\., точно удовлетворяет краевым 
условиям на торце х 0 и приближенно условиям на втором торце.

В задачах о прямоугольнике или цилиндре внутренние соотноше
ния ортогональности позволяют вычислить (коэффициенты Ск ио одной 
из формул (2.3). (2.4) или (2.5). Решение (1.4) с такими коэффициен
тами будет точно удовлетворять по одному краевому условно на 
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каждом торце. Остальные условия на торцах будут удовлетворены 
приближенно.

Таким образом, в рассматриваемых задачах можно точно удовле
творить минимум двум произвольным граничным условиям на горцах.

3. В качестве- примера доопределения неизвестных краевых зна
чений изложенным методом, найдем напряжения в корневых сечениях 
х = 1 плоско деформированной области квадрата I -< х, у < 1, 
жестко заделанного в штампы, при взаимном сближении последних на 
величину 2Л (фиг. 2). Стороны // — ± 1 свободны.

Исследуемое состояние получим наложением двух последователь
ных деформаций. Полагая сначала, что квадрат сжат между гладкими 
штампами, имеем |8]

и = — Лх, V —

Теперь для выполнения

= з,? = 0, з ,- — '2 I т +- 1) ч/i.'/n (3.1)

краевых условий исходной задачи

х — 1: и - - /?, т՛ = О

нужно подвергнуть квадрат деформации

х — 1: и = и"՛ = О, V — :՛* = — /ц/ щ (3.2)

Найдем возникающие при этом в корневых сечениях напряжения ме
толом, изложенным в п. 2.

Рассматривая половину х ' 0 квадрата, и учитывая, что ввиду 
симметрии

м(0, у) - 1Г (у) = о, Т (0, у)/(2;4 = 7 (у) ֊- о (3.3) 

по формуле (2.6) (/ — 1, b —а = 1) находим исходные соотношения
1

К J (3 «Х- —v0՜* —с *'з*и4 e*-*vx.)<y =

I

= hrn ՝ e 1 ) у ~k dy, к = 1, 2, • • (3.4)

-i
Здесь

/ . . , 2т COS л* \ .ик — ( sin t.k 4-------------------------- ) cos >-к у у cos /-x- sin / k у
\ m 4- 1 ' к /

( . m 1 cos /<• \ . ,Q e.
o. — sin » l--------------------------------- | s։n i fcw у cos > k cos > кУ (-■>->)

' \ Л1-1-1 h /

= (Ux

/■k -корпи характеристического уравнения sin 2՛ 2/ 0.
Следует ожидать, что искомые напряжения

= Зж(1, у)/(2в). --*(.7) = -лу(1, .у)/(2:0 (3.6)

имеют особенности в точках (1, — 1) смены характера краевых усло
вий. Используя результаты работы Бенсема [16]. можно установить,
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что при 1,'т = 0.32014 и у - I напряжения в углу растут как 
(1 у-)՜11-. Поэтому функции (3.6) представим в виде

*• (</)=(! у‘Г'1Ъ-(у). ^ ({/) = (! </,)-°։'"֊(«/) (3.7)

Функции '(:/), ~\у) имеют особенность (1—у:)
Подставив выражения (3.7) в соотношения (3.4) и сложив послед

ние для >. после очевидных преобразований получим

։

| Ф1 (!/) и7 (</) О*
- ։

<!>;(.»/) (!“!/•’) ,ъс։Ь/4У4. (1 у:) О,3Х;| (3,8)

И’ (.»/1 • <//)» 5 О/) Л «4 ₽ 4Лт' ’'* 1

В соответствии с формулами (2.9), (2.10), и (2.12) найдем выра
жения для Л'-го приближения искомых функций ։3.7)

<..('/) <1 У՛) °՜“ У Чч?>“т0/>
п»՛՜ I

.V
֊ П — !Г)^ У од” сЧ»(у) (3.9)

« !
Здесь в обозначениях (2-131

Численное решение на ЭВМ длч восьми первых квартетов корней 
'•* - ± ’а (£ 1, 2, 3,- •, 8) показало, что учет особенностей
напряжений обеспечивает быструю стабилизацию их приближенных зна
чений (фиг. 3). Так отношение 

5.;(О)-5;(о)
при к: 3, 4. 5, 6, 7, Я

принимает значения 0.53, О.Зб. 0.25, 0.18. 0.07, 0.01 соответственно.

Лспикгродскмй полик■1|цчп< *мй Поступила 15 VII 1971
институт им. М. И. Калинин«
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Աոա\՝արկվր<ւ մ /. սւոէէ/ձւ}րէէ Р рчЬ տեսության երկշափ Համասեռ եղրա-
էին խնդիրների մոտավոր լուծման եղանակ։ Եղանակի 1;ու թ յոէնր կայանում Լ 
նրանում, որ Համասեռ լուծումների րսյնաչյված հրթողոնալոլթյան Հաակոէ- 
յքյունների օղասէոործոլմ ով եղրային խնդիրներր բերվում են Եոշու ինրնաՀա- 
մալուծ քսնղրին։

EXTENDED ORTHOGONALITY RELATIONS TO SOLVE 
BOUNDARY PROBLEMS IN THE THEORY OF ELASTICITY

A. V. KOSTAREV

S u in m a r y

The analysis concerns such two-dimensional homogeneous elastosta- 
tic boundary problems for a rectangle. a polar coordinate rectangle and 
an axisymmet ideally loaded cylinder that can be reduced to the self-ad
joined first order matrix differential problem. The extended orthogonali
ty delations of such problems eigenvectors enable one to find the exact 
solution for the Cauchy problem where on one of (he edges both dis
placements and stresses ire known. An approximate in -’hod is sugges
ted for the solution of the boundary problems under examination by 
defining the unprescribed end values, thus making it possible to solve 
the auxiliary Cauchy problem. Such solution satisfies accurately at least 
six of the eight boundary conditions.
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