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В. с. САРКИСЯН, Л. О. ОВСЕПЯН

О ДВУХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ С УПРУГИМИ НАКЛАДКАМИ

Контактные задачи для изотропной полуплоскости с упругими 
накладками рассматривались в работах [1, 2, 3].

Решение контактной задачи для изотропной полуплоскости с 
двумя упругими накладками, симметрично расположенными относитель­
но начала координат, рассматривались в работе [3]. В этой работе 
рассмотрено симметрическое и кососимметрическое нагружение упру­
гих накладок. Для определения контактных напряжений под наклад­
ками получены формулы, содержащие в явном виде тс особенности, 
которые характеризуют напряженное состояние упругих накладок в 
окрестностях их концов.

В настоящей работе рассматривается контактная задача для ани­
зотропной, имеющей одну плоскость упругой симметрии, полуплос­
кости с двумя упругими накладками, симметрично расположенными 
относительно начала координат. Для определения контактных напря­
жений получено сингулярное интегро-дифференциальное уравнение с 
ядром Коши второго рода. Здесь же излагается и решение периоди­
ческой контактной задачи для упругой анизотропной полуплоскости, 
когда к одном периоде имеются две накладки. Решение этой задачи 
сводится к решению сингулярного интегро-дифференциального урав­
нения с ядром Гильберта второго рода.

Полученные уравнения исследуются при помощи систем много­
членов, ортогональных на интервалах з =-[—1, <•] [Л, 1] (0<&<1)
с весом и» (/) = !/ (1 [4] и приводятся к квазивполне ре­
гулярным бесконечным системам линейных уравнений.

Предварительно устанавливаются некоторые соотношения для 
многочленов указанного класса.

Рассматривается симметрическое и кососимметрическое нагруже­
ние упругих накладок.

Здесь вводятся те основные предположения и обозначения, что и в 
работах [3, 5, 6].

§ 1. Контактная задача для анизотропной полуплоскости с двумя 
упругими накладками

1. Пусть упругая анизотропная полуплоскость усилена на конеч­
ных отрезках [ Чл — 6| и [6, а] (6<^а) своей границы упругими 
креплениями в виде приваренных (или приклеенных) к ней упругих
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накладок постоянной достаточно малой толщины Л. 11редполагается, 
что приложенные к одному из концов накладок сосредоточенные си­
лы Р направлены вдоль их осей в одну сторону (кососимметрическое 
нагружение накладок) (фиг. 1) или направленных вдоль их осей в про­
тивоположные стороны (симметрическое нагружение накладок) (фиг. 2). 
Определим закон распределения контактных напряжений вдоль отрез­
ков креплений упругих накладок с упругой полуплоскостью.

Сначала рассмотрим контактную задачу для анизотропной полу­
плоскости при кососимметрическом нагружении упругих накладок. 
Для деформации точек накладок имеем

—л

—— •:<’> ($)</$ при х([—а, —/>]
3

(1.1)
■‘Ж

-у—՜ ( ”РИ а]
/։ Ь ։ ^1

Л

Ь

С другой стороны, для деформации граничных точек анизо­
тропной полуплоскости имеем [7]

— 6 41.
.«) = М^х) = А^ ( _ р л + ВВ).,2)(х) (1 2)

Отметим, что в (1.2) интеграл понимается в смысле главного 
значения по Коти.

На участках [ а, .6]. [/?. а| контактов упругих накладок с по­
луплоскостью должны выполняться условия и']Цх) и^(х} —
= | - а, — 6] -г [&, а], у ~ 0| или же

֊— = У - 0) (1.3)
ах (1х

Подставляя выражения Ц1' и е(д2) из (1.1) и (1.2) в (1.3), для оп­
ределения контактных напряжений получим сингулярное интегро-диф­
ференциальное уравнение
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(1.4)
— <։ Л

где р։ п/Р1/11?|, /։ - 712’{х) = ^1’(х) = 4(.г). Неизвестная
функция <ц(х) определяется формулами

։'•

'։(.$)(1з при х7[—о, — 6]

■М*) (1.5)

| ч («)</$ при л [6, а]

и удовлетворяет граничным условиям

Ы~°) = л 'Ь(-А) О, <М^ = 0, ?,(а) = Р (1.6)

В случае симметрически нагруженных накладок для определения 
контактных напряжений получается интегро-дифференциальное уравне­
ние (1.4), а Ф։(х) определяется формулами

-I (.<)

) т։ ($) <?$ при х £[- а, 6]
-л

(1-7)

при л* [6, а]

и удовлетворяет граничным условиям (1.6).
Положив х -= о/, $ = а՜, представим интегро-дифференциальное 

уравнение (1.4) в виде
-к

И։®! (О
<1՜
—֊ ='։йТ1(0
■—I

(1.8)

5 ֊ X

к

где к = Ь<а, функция «։(/1 в случае кососимметрически нагруженных на­
кладок согласно (1.5) задается формулами

~ь
' при / С [ 1, &]

?,(/) = (1.9)

при 1]
л-*

а н случае симметрически нагруженных накладок согласно (1.7)- фор­
мулами
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при /Ç[֊l, А|

при 1]

(1.10)

Здесь т[(/) и-ч(а1).
Граничные условия (1.6), как видно из (1.9) и (1.10), преобразу­

ются к виду

?l(-l) = P, ?։(-А)=0, ?։(Л)==0. ?1(1)=Р (1.11)

Теперь контактное напряжение будет определяться формулой

-։ (х) — <pj(x/a)/a.

2. Выясним тип особенностей для рассматриваемой задачи. Как 
и в работе |3|, -Г](/) представим в виде

г! «) = (1 - W - **)’ z (П I’՛ ,+՜ !?՛ ! (1Л2>
I — 1 < Re(/>, </)ч0

где /(/)— непрерывная функция на отрезках [— 1, Ar], [А, 1], удов­
летворяющая условию Гельдера.

Отправляясь от этого представления, на основании результатов 
[8|, которые относятся к поведению интеграла тина Коши вблизи 
конпов линии интегрирования, легко показать, что

1 1 1 » !Ч 1 Я12’ п/>=7—— ՛ 7 = _-arc tg—= — arc 1g—- —(1.13)

3. В этом параграфе указывается способ вывода необходимых 
для дальнейшего соотношений

. ./ 2/2֊F— 1\ f .. .яо1/2т7 А’ 1 \ </-■ ■ <*>к ”( i-F ■) +J )֊7

---------------------  / О՝’ ’ "4” (   ) 
(1 — Ал’) cos «у г՜ \ 1 — к'՝

{т 0, 1, 2--.) (1.14)

1. 2,--)
(1 — A2) cos

(1.15)

где /Ç((—1, (А, 1) , р + q
к-֊ 1)/(1 -AJ] (щ 0, 1, 2,-- 

ные на интервалах ' ֊ [ 1, А| 
са tt'(/) (4|.

-1. Re(p, <?)> 1, /е^[(2А-'֊
•) многочлену Якоби, ортогональ- 

[А, 1] (0 А<1) относительно ве-
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Выводим соотношения (1.14) и (1.15) при значениях /£(£, 1).
Учитывая последнее, после несложных преобразований (1.14) и 

(1.15) приводятся к виду

А 
где • (1.17)

и.։ (О = /(1 -/•)'՛ (I*- /?)* 

Заменяя в 11.16) и (1.17) х֊-(2/'՜— к՝֊ 1)(1 - Л5), 5 —
- 1)/(1 — к՝) и используя соотношение [5] 

з X 
-1

= — И? 7 ’ 11«2 СО$ т:*

р 4- Ч = 1, |л| < 1, Ке (р, </) > - - 1, п» ֊ 0, 1, 2,’ •

после элементарных выкладок получим (1.14) и (1.15).
4. Обратимся к решению уравнения (1.8). Сперва рассмотрим урав­

нение (1.8) при граничных условиях (1.11) для кососимметрически 
нагруженных упругих накладок.

Имея в виду формулу (2.1), положим

?;(/) —(О’Л (0 /£{( 1. ֊ к) 4 (к, 1) (1.18)

где Х((- /) Х։(0. Тогда интегро-дифференциальное уравнение (1.8)
и граничные условия (1.11) принимают вид

1
Н1«»։ (/)'<(/) ֊ 2/ ( №։(-) \ (’) _-֊7 (Ы9)

-՛

/С(А\ I), 'п(^) = о, Т1(П=Л
притом функция <р։(/) дается формулой
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?1(О — «’,(•) М'Н*
А-

Гаким образом, задача с двумя накладками, расположенными 
симметрично относительно начала координат приводится к задаче с 
одной накладкой.

Представим функцию /г(/) в виде

ЖтО \ I К
(1.20)

Подставляя (1.20) в (1.19), затем учитывая (1.14) и (1.16), после 
несложных выкладок для определения неизвестных коэффициентов 
А'.'.’Ч/л 1, 2, 3, • • •) получим бесконечную систему линейных уравне­
ний

Ё ("֊ 1.2.- ) (1-2П
т 1

где
г.но = _ 2а'1Сб5~7[(п-г1)!]г

Г(1 _ дд)« Г (л 4 2 Ь р) Г(л 4֊ 2 4- <?)

т((1 '-)р,У֊,'՛ ,',1>(2'՜՜ *5՜ ■) *
гп ,1 \ 1 — к՝ / \ 1 — к- /

к
8а /хРсоз2^1(п 4֊ 1Ир 
“•(1 - к2) Г (л 4- 2 4֊ р) Г(л 2 д)

I
((1 /’)■' 1 (Р-к2)՞ ' /*»"■ > •')

к 
<
(-(1 (1.22)

А-

Теперь рассмотрим сингулярное интегро-дифференциальное урав­
нение (1.8) при граничных условиях (1.11) для симметрически нагру­
женных упругих накладок.

Учитывая (1.12), положим

?;(0=* и՛ (/)ха(о /С((֊1. -<') 1)

где / ( 0 .2-..(0. Уравнение (1.8) и граничные условия (1.1 Г) пре­
образуются к й»Д\’

*
(0 X. (/) “ 2 ™,(-) Х,(т) X, а ?, (/)

А-
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О» =1(^-0, <ь(1) = Р (1.23)

а функция (/) определяется формулой 
г 

Ф» (/) = | (-) 7>(')</т
•* ՝ 

Представим функцию /2(/) в виде [4|

Подставляя (1.24) в (1.23) и принимая во внимание (1.15) и (1.17). 
для определения неизвестных коэффициентов Х,<2)(т 1. 2, 3,•••) бу­
дем иметь следующую бесконечную систему линейных уравнений:

х<2). У .. («-о. 1. 2г--)п 1 т, н — 1 т ՝• * • • / (1.25)

где

>11. п • I

А«|. ։< 

_1_ 

Аг, I
при т = п 1

при т =Г « — 1

4а/, со$
(1-/?) Л. 1Г(п 12-г р)Г(а +2 ֊<-<;)

X

.< /(1 ’ (/-■ к-у 1 л?1’'՝ ։)
2С- к-֊ 1

1 Л2
к

X р,- .. _ Л„, р(Р. ,,
'1 к 14’ / "■ к 1 ֊ *-՛ (1.26)

Из (1.23) и (1.24) имеем

где
(1.27)

2/"-£г-1
1 - к2

~74 <■ с/1 при т =0

։
। (1 к2)'’ 212-к՝-1

1 ֊ к2

(Н при т >- 1 (1.28)
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Объединяя (1.25) и (1.27), получим

Х!3)~ <֊ № (л = 0, 1, 2, • • •)
ГЛ ”0

(1.29)

Здесь
Кт при п = 0

«ри 1,
#2> = I - Р пр»‘ п = 0 

. 0 при п >1

5. Исследуем бесконечные системы линейных уравнений (1.21) и 
(1.25). Для этого используем асимптотическое представление Дарбу 
для многочленов Якоби [9]

р'г''-ч- (соа0) - л՜1 '՛■՛ К{0) соз (NO <4 4- О (и )

Из (1.22). (1.26), (1.28) и (1.30) видно, что

А'2 = |

21Й.Г О(п-^)։ V *£>| = О(п-”), 
т—1 щ-О

— О(п՜32 ) при п — , 

а общие члены этих рядов при ли—՛՛ стремятся к нулю, как т 

Эти опенки утверждают, что бесконечные системы (1.21) и (1.25) 
квазнвполне регулярны [10] при любом /։|_0<О։<^ ), а свободный 
член бесконечной системы (1.21) остается ограниченным и при л ■ 
стремится к нулю.

Таким образом, неизвестные коэффициенты А/р ։ и А’;,;' 1/п — 
0, 1, 2, •••) можно определить посредством урезания бесконечных 

систем с необходимой точностью. По формуле т։ ( л- ) = с] ( г ),'а 
л4(( а> (Ь’ «)! 1՜: ( — 1, — 4) 4՜ (&, В можно определить кон­
тактное напряжение с любой точностью.

Здесь не приводятся численные результаты, которые проводятся 
для кососимметрического нагружения.

§ 2. Периодическая контактная задача для анизотропной 
полуплоскости, когда в одном периоде имеются две накладки

1. Предположим, что анизотропная полуплоскость усилена на ко­
нечных отрезках [—а 4~ 2п/, — Ь ф- 2п/] и |6ф-2п/, « 4՜ 2л/](/ 
п 0,_1, ••^периодически повторяющимися с периодом 2/ упругими 
креплениями в' Виде приваренных к ней упругих накладок, имеющих 
постоянную достаточно малую толщину Л. Определим закон распреде­
ления контактных напряжений под упругими накладками, когда на од­
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ном из концов накладок действует сосредоточенная сила Р. направ­
ленная вдоль их осей в одну сторону (кососимметрическое нагруже­
ние накладок).

Из постановки задачи вытекает, что можно ограничиться рассмот­
рением двух накладок, так например, тех, для которых п 0.

Для деформации граничных точек отрезков [ и. —6] и [6, а] 
упругой анизотропной полуплоскости можно получить |7, 11]

, -ь «
= = ֊( Г + (2.1)

ах 21 \ .1 .) / 21
— а Ь

Из (1.1), (1.3) и (2.1) для определения контактных напряжений 
получим следующее сингулярное интегро-дифференциальное уравнение:

֊֊ - <л1 ( р; (я ) с<д ** </* = >.у1>2 (х) (2.2)

— й о

где /։ = 2/ЛЕ։Д(3\ у?(х) = ~г(х) — (х) Ч2,(-^)» функция >;(х) оп­
ределяется соответственно формулами, аналогичными (1.5), и удовле­
творяет граничным условиям (1.6).

Положив -х..'7 — 775'7 = ■/;, 77«// = а, ■= 9, (/;/“) = ?г (՝)»
представим уравнение (2.2) в виде

:л2?2С) = Х,ф3(П (2.3)

где 'Л։ — 2"В127Д'2\ з2 |—?•» 71» а ?а(՝) определяется
формулами

1 ”?
( при ■:£[— а, —9]

(’,)</G при ;£[Э, ?]

и удовлетворяет граничным условиям

?■•(-/) = 0. ?«(*) = 0, ?2(«) = Р
Теперь контактное напряжение будет определяться формулой

Г ..ы-у,да (>-f)
2. Определим вид и порядок особенностей для этой задачи. Как 

в работе [6], можно показать, что rj(--) имеет вид

(•х — : а -Ь ; \ 1' / Й — ; 3 -I- ? \ чsin sin —J— I (sin ”7՜)
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<€!(֊«. -₽) + (?, а)1
где Ф (':)-■ непрерывная функция на отрезках [ -я, —₽], [£, а] веще­
ственной оси, удовлетворяющая условию Гёльдера.

2. Перейдем к решению уравнений (2.3). Представим неизвестную 
функцию Ф (:) в виде

*4Ф(=) - (2.5)

Здесь
. 3 . «

^Г‘7'С) ֊ { (,2 \ *
—) - <■'֊ ֊֊ 1 (1 Я (п=о, 1,2,-.-)

— многочлены 
веса

НО-

Якоби, ортогональные на интервалах относительно

Предположим, что : £(3, а). Подставляя (2.4) в (2.3), для опре­
деления неизвестных коэффициентов (п? — 1. 2, 3, • • •) получим 
следующую бесконечную систему линейных уравнений:

У /?ия Ут 4- (п = 1. 2. 3,.--) (2.6)

Здесь

__________ (иП*__________
Г(п 1 4- р) Г(и 1 д)

— I 8ёс’ — 51П ----------- $1п - — й)п ‘----------- $)П 1---------֊ р<7» > 7 * 1) (=)

т ? 2 2 2 2 2 ' '

^(1-Я
а а \-’Д

8"'Т։гт)
,5 ЛГ(Л-1 р)1(Л 1-7)

1" ։ ф ; / 3 — * , 3 4 ;
> I ьеС՜ ---  | 51П------51П ------- — ) 51П ------- эт---------

.) 2 \ 2 2 / \ 2 2 /
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X A’-i1" '’«։) ( ‘g-^- (s’" -1։։՞ Чг‘У (s!n ‘Чг’’։1" 4 5 * * * *У

4. и. UUmiliUV I. 2. 2пчиь*зиъ

UJMI.UWill.1. •l.hPU.‘M*PM։l‘lbl. 11ЪЬр.П$РП'П iiblllkJkHMII’H-HUA,
ЬГМГП» linbSU>iSU.3l’b kVMM’l.bPb irikllbo

U. и" i|i n i|i n I ։1

2ttr]l{ lllAnnt ц/llHtltldll/rllJ ( IfnllltljItllUIUlIlLp/t U If lip)l III l{ It III /t b l/lll 111 if IIJ J1’ ujl- 
»fl>in[tltl{ t/nt 11 m if п/п/шЛ tip If nt inninAtiutl/uilt i[L(iwtfl4t}tlt(tt»il nit) Ltftu yt/in^ inlt/i- 
iintnftttitf Ifliii4i‘liii]i/lni[ljnili Ifnliinii/lfinn/jfib IT' ?1пЪш in If in in f(r)i (infinnf- 
hhfili ttfin^if m\t ! tn J in ft iiiniutfilnui I. hnttu {inf«l"f4i( "I1"/' U^tinnitiift
iibnihtiitit-ii/tl/tliitlihii/iun I ui i/utunjfini J ft in ш ft If if ml) / ///»/rb nlnfltm
jiftlf h nth in ftu /i J It in p fi If phnbiitilnfinifl ju/Ъ ifLnf fiLfifi

Znt/iftu^nin niunti/buinlipifntJ I hiuL h[itf ni innuiAifinlfinL 1/ /• f> in if /1 />Ъ /t ft it if 
t.iilliifnif/ifnit'l in'll ft tfi! tn fill 14 Iffimn Iniftflni/lftub nftllfipllflinlflll'n If n)i III Ui If in Ulf fill 
/ч"*1 if fl fl f<, П/tft fn>\\tfuAi ’.niifinft n tn ш tfif tin! I, ^fifpl-ftinfi Ifni'l'U՛՛^ ^l'^linllll

При гыподе бесконечной системы (2.6) было использовано соот­
ношение

՛• у :
М-СО Р'’ ”10 + | ЛГ =

Qj- / 7 fl ~i \*V - -= ----------------------/ sjn ----\ ( tg ---Ctg ) sec* — tg — >’' ’> (c)
(1 -Ficos֊; 2 I \ X 2 *2/ 2X 2 r" 1

?<*<’. Ш = 0, 1, 2,-...

которое получается из (1.14) заменой переменных

T = tg-^ctg֊-

Клк в первом параграфе, таким же путем можно показать, что 
бесконечная система (2.61 квазинполпё регулярна, а ее свободные чле­
ны стремятся к нулю при возрастании индекса.

Все полученные бесконечные системы на самом деле вполне ре­
гулярны прй определенных значениях параметра /,■ (0 //<У )
(/ ■= 1, 2), доказательство этого основывается из установлении некото­
рых неравенств для многочленов Якоби.
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[Aniil.tfpn֊ q[i'.[)hpLbyftnn '.iitifuiiHitpniJ: 'I- [ни inptp[ nt if /, t[ Л pin tf[, pb Lp/t itibiuftti/i- 
if Lin fl [iff p !i пЪ ini[n pn t [I fiiAi qliiypp;

httfnu ujl/iniu j/ilt f tnpni tfli Lpp bliplpii iuigi[utf) fib p п/h ui AL L p n t[, npnhp ршдш- 
ftnjin mhiipi>։[ tifttipnibtitlfUHi Lb <[Lpintf[ipbL p[i <1 iu jpin tfhin L p mti՝ Iftibmiitlfintti  jfilt 

( ш p nui b A p p h q hi If [t n t [I / n til b A pp i
Uinuigi[mA ^ini/lUUUipilltfbLftft .'Lmшqnint[rrtil Lb Z 1 Zf] T [л, 1]

(0 -< A< 1) tl'li^nilfiiil^Lpiii if :/! (() — I t (1 ({֊ &2)V l[2U4i[ t>p[thtqn-
b in f pinqif inbquufbLpfl u[iiHi>liif[i Oqbtii [if junf p h bpiuby ptt Л nt dbL pp pbpt[m.։f 
Lb pt[ui qft f{>nt[ft՝b riLqnt ! fuip tfAttifftb 'tuii[uin nip nt.tfb L p[i iubl[lip? nft n tn h tfb h pft;

TWO CONTACT PROBLEMS FOR AN ANISOTROPIC 
SEMI-PLANE WITH ELASTIC STIFFENERS

V. S. SARKISSIAN. I.. O. OVSEPJAN

S u m m ary

In the work the contact problem for at։ anisotropic semi-plane 
with two elastic stiffeners symmetrically arranged with reference to the 
origin is considered. A singular integral-differential equation with 
a Cauchy core of the second order is obtained to determine contact 
stresses.

The solution of the periodic contact problem for an elastic aniso­
tropic semi-plane reinforced with two elastic stiffeners is also presen­
ted. The solution of this problem is reduced to that of the singular 
integral-differential equation with a Gilbert core on the second order.
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