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УРАВНЕНИЯ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ АСИММЕТРИЧЕСКОЙ 
МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Асимметрическая магнитная гидродинамика представляет собо, 
обобщение обычной магнитной гидродинамики на случай, когда тепзб] 
напряжений становится асимметрическим.

Как известно [1 2|, несимметричность диады напряжений обус

ловлена моментными напряжениями ц и массовыми моментами с

-у /X (V •* 4- рс),

где зя— антисимметричная часть *,

/ единичная пространственная диада,
;• плотность среды.

Отсюда к происходит 
магнитной гидродинамики.

название теории—теория асимметрической
В классической магнитной гидродинамике

4= 0, ։• 0, поэтому диада напряжений а симметрична.
Таким образом, асимметрическая магнитная гидродинамика отли

чается от обычной классической магнитной гидродинамики уточнени
ем напряженного состояния, которое характеризуется асимметриче

ской диадой напряжения б и моментных напряжений р.
Общие вопросы теории жидкости с моментными напряжениями 

(асимметрической гидромеханики) рассмотрены в работах [3—4|.
В работе изучаются основные уравнения асимметрической магнит

ной гидродинамики: строятся уравнения движения несжимаемой элек
тропроводящей жидкости с большой или бесконечной электропровод
ностью. Изучаются уравнения плоского пограничного слоя магнитной 
гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости с моментными напряже
ниями, несимметричным тензором напряжений и внутренней инерцией 
частиц. Рассмотрены различные типы уравнений плоского погранично
го слоя в случае жидкости с большой или бесконечной электропровод
ностью, а также в случае жидкости с очень малой электрической про
водимость^.

Приводится решение задачи обтекания плоской полубесконечмой 
пластинки вязкой несжимаемой жидкостью с моментными напряжс- 
ниями.
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§1 . Пограничный слой в случае жидкости с большой или 
бесконечной электропроводностью

Система уравнений асимметрической магнитной гидродинамики, 
1сыва։ощих изотермическое движение электропроводящей среды в 

присутствии магнитного поля, состоит из уравнений движения вязкой 
несжимаемой жидкости с моментными напряжениями {5|, содержащих 
члены электромагнитного происхождения, уравнений Максвелла и за
кона Ома для движущихся сред |6- -8).

Общая система уравнений асимметрической магнитной гидродина
мики имеет вид

V • г՛ - О
I “г ~ --(Нч)Н = — — г (р 4֊ 4-2*7- 4-

Л р Р \ 2 /

4- *г7Х(2» — V X г»1

/У и) ** ”
/ — ֊ 2-гг (г X V ֊ 2 <») 4֊ (V • ^)4-2с։/г • (?<"И 4- 

сУ/

4-2СаГ(^’)'‘ (Ы)*

—• + (Я ?) V — >„у։н
д1

?-Я=0

Здесь р массовая плотность, р— давление, /—скалярная констан- 
->

та с размерностью момента инерции единицы массы, г- вектор ско

рости точки, со—вектор, характеризующий среднюю угловую ско
рость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, ки
нематическая ньютоновская вязкость, '*г—кинематическая вращатель

ная вязкость, о\|, са и с.—коэффициенты моментной вязкости, Н - 

вектор напряженности магнитного поля, 4՜ 10 ' кгль'№—магнитная 
проницаемость для пустоты, м1։- коэффициент магнитной вязкости 
(магнитной диффузии), </(•••);>//—полная производная по времени, V 

пространственный градиент, (г:՛)"' и — симметричные части со-

’ В магнитной гидродинам икс равенство 0 выполняется в силу уравнения 
индукции, и также удовлетворения начальных условий. Тем не менее во многих за
дачах является удобным использование этого уравнения вместо одной из проекции 
уравнения индукции 17].
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ответствующих диад, (уо)а и (?о>)"—антисимметричные диады. За
метим, что в этих уравнениях учтены моментные напряжения, несим
метричность тензора напряжения и внутренняя инерция частиц.

Система уравнений (1.1) для двумерного (плоского) движения 
имеет следующий вид:

4- _р
дх Оу

Ог\ ОО, 0у, /тт дН, г. дНя X
V, ------ г Цу — ---- ( Н.-------- Нч------------ =

дх ду р \ дх ду /

дщ „ дуя . Р' / ц оН„ и дН„ X
01 ох ду р \ дх ду /

Обозначим через X масштаб продольных координат х, через У— 
масштаб поперечных координат у, через К, и соответственно 
масштабы продольных и поперечных компонент скорости, через Л. и 
Ь1у—соответственно масштабы продольных и поперечных компонент 
вектора магнитного поля и, наконец, через 2.—масштаб, характеризу
ющий среднюю угловую скорость вращения частиц.

Примем в качестве масштабов скалярных величин времени и дав
ления некоторые, пока неопределенные, постоянные величины 7' я Р.

Отметим штрихом соответствующие безразме рные переменные, 
положив

/ - ТУ, х = Хх, у — У у'

Ух= Уц - р = Рр (1.3)

0>в = 2Х, Я = л,./У, я, = лу?/՛

Если подставить эти величины в систему уравнений (1.2), то при 
установленном выборе масштабов уравнения для двумерного случая в 
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безразмерной форме примут следующий вид:

х (>< <4 XV,, . г>< нЛ / и. он
УЛ 01' " дх' ГУ. а Оу' \ Ох

1,,Х н. ОН- ч 
Л, Г ’ ду' ՝

_1_ Р Ор-
р йГдх 2?^ ах' I ' т?. ■’'

+ (’ + ’3
1 А . Ъ 2:Х

КА'Ох'-' ' 'Г КГ֊<//'2 " 'гУ^ду

X дгч .дУу ХУ.։ №»; н,Л.Л / дИу
КГ др гг’*охт УУ. х>1'ду ?УГУ. V ՝ б/х՜

М 
г л.г

1 _
'ХУх дх'-՜

:՝Л2А'РХ <у, 
, <>у' ЪУУхУу ОуУУ.У՜

У :Ух Оу- УлУу Ох'

1

2,- ^':

X <■>՛<. . °‘»1 , УуХ . 0^:
УХТ др ՛ Р» дх- УхУ 1,у Оу

2\ ( У>, дг,'у X 0г>’к 4֊/г х .
~ 1 \КГ£.-՜^? У^: ~ду- ) 1 К1,>г 

1 <Лу' х 0-ш[
4-\'-------------4- т-----------------гЛИ. дх‘! У։И, ду"

X 0Нх ()Н, учх 0Н\
УЛ 01' г1'՝ Ох 'УЛ -» ду-

Л>, !,ЯХ „. О”, X / 1 0-Н, X &Н. \
Ох' ьлн- ду' ) ՝Ч.И.Л дхл УЛ-ду'2У

*>: , ху, о^,_
■^7՜ ՜’ Г И. ду’ "

п
0х' ьл ду՜

Будем считать основными масштабами величины X, У,, К. и со
ставим при их помощи рейнольдсово число потока, число магнитного 
давлении и магнитное число Рейнольдса

р=^.
V

К=^улХ = ХУ,
~ ~|/2՜ ’

Выбрав таким образом основные, в общем случае условные мас-

Здесь : . ................................  среды. 
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штабы продольных длин и скоростей, выразим через них прежде всего 
масштабы времени и давления, положив

г ~~, р = ъ [/;

Масштабы поперечных длин и скоростей У и V,,, а также маг
нитного поля /?у выбираются из условий

*К_=1 1 ]^Х
УК ’ КУ2 ’ Л. У

откуда вытекает

Тогда получим

ди' дг>'
-----' -4 '՝։-----— - 1-

Оу'
/?.( н:

оН\ 
дх՛

дН՛ ՝
+"’ R,ое л ох՛ 1

др /?и д (к2 + 1 на) + 1 д^и-։, л + 
ОхОх' 2 Ох' R

R \ д'о, 2 R ^՝.

1_
R

дг> (К*
—£■ 4-г,։
дУ * с/х у, ду'

н.^
■т дх

<>р х „л . (л______ М—^.4
Оу 2 оу' \ //։ 1 R н՝> / \ Яа 1 РРг / дх'2 '

1 1 \ 2 '՛՛•՛-
R ' R. ՛ R, дх'

дш д<» д&՝. 4Р ЕР / 1 <?’<•< \
֊7֊֊ -К +®, -»,+ х +-

2£ /2_^ _
R, \ R Ох Оу )

р дИ дН ОН / дг>' дг>’ \1 
"# 'де՜ ~д7՜ \ 11 ՝ о^ ।] =

1 <г-н. (РН\
R Ох՛2 ^‘2

е)г\
Ох' - г -—4-■ =0

он\ г)ЛЛ
дх • + 

°У
• = 0 (1.4)
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Здесь л КХ г X2Л =------- » Л = —— •
V /

„ кх՝ кхз
а,- =-----------=-------------•

I / ։.•„ -г са
Для масштабов имеем

Си сд
/

(1.5)

У Х'| R,

Х\ X

п =
Л,

кл R

Л.г/1 я (1.6)

Полученная система уравнений представляет собой исходную си
стему (1.2) уравнений асимметрической магнитной гидродинамики, пре
образованную к безразмерному виду. Основным параметром, явно со
держащимся, является число Рейнольдса потока R.

При изучении течений при больших числах Рейнольдса приходит
ся кспользонать теорию пограничного слоя. Устремим в полученных 
уравнениях R к бесконечности. В зависимости от соотношении между 
величинами R, Ег, Г^, Е рассмотрим три возможных типа дифференци
альных уравнений пограничного слоя магнитной гидродинамики с мо
ментными напряжениями.

1. Если «безразмерные величины R, Ег, Е, имеют одинако
вые порядки, то в размерных переменных получим

ди ди ди и, / дНя и дНч\
-------г и ----  Т г՛---------------/ 7,------------- Г п,,-------  I =
(Н дх ду '> X Ох Оу !

где

֊( ду \ ՛’ 2 ) 0, А + ^ = о 
Ох Оу

(7(0 0<ч
+ V — = ֊ 

ду
4?, 2^г ои о-'-ч------  (»1-------------------- р т -----

/ / ду ՝ ду^д( дх
дНх 
01

ОН. — и-----
дх

, оН,
- Н- г—— 

ду

( о и он \ д՝ НуНл--------Ну—) = ՝л,-----г
\ Ох Оу / ду

дНх .
дх

= 0 
ду

и = Ох , V = ф. = ы -

(1.7)

(1.8)

В этом случае дифференциальные уравнения пограничного слоя со
держат члены, характеризующие несимметричность диады напряжений, 
моментные напряжения и инерцию частиц жидкости при вращении.

2. В случае, когда R, R,, Е имеют одинаковые порядки, а 
ЕЕ^ Ег, имеем систему уравнений (1.7), в которой четвертое урав
нение заменяется следующим равенством:

(?<•• сЛн 4^ 2‘*л ди--------и------ V---- =----------— 1'1---------֊----------
01 Ох Оу 1 / оу

(1.9)
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Этот случай соответствует отсутствию моментных напряжений 
в жидкости.

3. В том случае, когда Е имеют одинаковые порядки
при условии Е R, в системе (1.7) четвертое уравнение заменяется 
следующим уравнением:

<Ао <Ую </<՛> гАо
—— 4- и - ----- 1- v — = т -—
dt дх ду dtf

(1.Ю)

Уравнение 11.10) соответствует случаю, когда моментное напря
жение играет главную роль при вращении частиц.

Из второго уравнения системы (1.7) имеем

P-г֊ Е{х) (1.11

При исследовании пограничного слоя произвольная функция F(x) счи
тается известной. На внешней границе пограничного слоя продольная 
скорость и переходит в скорость U (л՜, /) внешнего течения. Так как 
здесь уже не имеются сильные градиенты скорости и составляющая 
магнитного поля Н. в направлении, перпендикулярном к стенке, то 
есть

PEL ди ф

ду Ру
(1.12

то из первого уравнения системы (1.7), пренебрегая силами вязкости, 
получим 

11Л;dU (,^г
Pt дх '֊> дх

1 д
р дх

где индекс относится к величинам внешней границы пограничного 
слоя и является известным из решения для случая невязкой жидкости

§ 2. Пограничный слой в случае жидкости с очень малой 
электрической проводимостью

Во многих инженерных задачах магнитной гидродинамики магнит
ные числа Рейнольдса

п 17 у КЛА’. = си. |/лЛ —-------
%

обычно имеют малые значения. В этих задачах индуцированным маг
нитным полем, обусловленным течением жидкости, можно пренебречь 
по сравнению с приложенным внешним магнитным полем //...

Рассмотрим опять плоское течение.
В случае очень малых значений электропроводности с для со

ставляющих повдермо торной силы по направлению х и у в первом при
ближении соответственно имеем |8]
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Щх, Г,9 = 0 (2.1)

Выражения (2.1) можно использовать в уравнениях движения при 
изучении течения в пограничном слое. В первом приближении здесь 
можно рассматривать только первые три уравнения системы (1.7). 
Тогда три соответствующих уравнения для плоского пограничного 
слоя в случае, когда моментное напряжение играет главную роль при 
вращении частиц, будут иметь вид

ди __ ду _
Ох ду

ди ди ди \ др . . д-и
----- г и-----т V — =----------- --  -г -г \) — 4-
01 дх Оу р Ох ду

и
' ду р с

<9и1 <?.•• дм д~лч .. л
— - и------- и -— = 7 —- (2.2)
д( Ох ду ду

§ 3. Магннтогндродинамнческнй пограничный слой на 
плоской полубесконечной пластинке

Рассмотрим задачу обтекания плоской полубесконечной пластинки 
вязкой несжимаемой жидкостью с моментными напряжениями. Допус
тим, пластинка расположена в равномерном стационарном потоке со 
скоростью /А. при наличии внешнего приложенного магнитного поля с 
постоянной напряженностью Н„,. Рассмотрим течение в пограничном 
слое жидкости с очень малой электрической проводимостью.

В рассматриваемом случае уравнения пограничного слоя сводятся 
к следующим:

О и . ди , д*и ,, гМ зи----- |- V — = (՝> V )-— 4-2* —— — !1;А՜ и (о.1)
Ох Оу Оу֊ ду р

<А<> д<ч д\՝> ди дг։ _и-----4- у -— = ՝,■ —- • —-----------------  О
Ох ду ду՞ Ох ду

При решении этой системы уравнений необходимо учесть гра
ничные условия данной задачи. Так как вязкая жидкость обтекает не
подвижное тело, то па его поверхности [5]

и = у = 0, 2и> =-----— при 7 = 0 (3.2)
ду

На бесконечности граничные условия будут

к—СА, «у — 0 при 7֊>оо (3.3)
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Введем функцию тока 'Ь(л, ;/) Так, что

и = ---— » V = —■—
<<։/ Ох

(3.4)

Тогда уравнение неразрывности будет удовлетворяться автоматически. 
Система уравнений (3.1). при этом, сводится к следующей:

ду дхду дх дуг ՛ ду* ' ду ' ду
(3.5)*

д\ сЛ՛.՛ д՛՝? дм _ <7՝4«>
ду Ох дх Оу ‘ ду‘ 

а граничные условия 
дь д՝՛1-''> 0, —— = 0, 2ш = ---- при у = О
Ох/ ду՝

(3.6)

—՛----- Ь: , <» — 0 пои х/ —
"У

Запишем функцию тока у) и среднюю угловую скорость вра
щения частиц ”• (х, у) в следующем виде:

•1» = I (V -г ъ)У^х [/о ( V) 4- тх}\ (т.) + (тх)-/2 (^) 4........1
(3.7)

«> = |/ 1?о (у.) — тх?х (у.) 1՛ (/их)с©3(//)ч—]

где _________

7. у| , . гп = ^Ь (3.8)

Подставляя выражения (3.7) и (3.8) в систему ураьксний (3.5), 
получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для на
хождения функций /■ (<) и ՝•՛ ( ',) (штрих означает дшрференпирование 
по У/):

2 /о ’г/о/о = — 4?',

2“

2// 4-л/; ֊ 2/;/, 4- з/0л = 2/,;֊4?|
9^
֊1-3/1?04-/>0 О (3.9).

2
2/2 ■ +/«/; 4/0/24֊ 5/;/2 ֊ 2/; -2/, 4- з/,/; -4?2

--------------- 1^.
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2՝-
7_ ?2 ’ /о ?2 З/о ?s го A ' —/] 3/։?i

Граничные условия будут такими:

fi — f, 0, /՝. 4- 2 ( 1 — \ 0 при т։ — О

А /1 А^ , =Л ’°« ?. ֊-0, при л ■ (3.10)

Первые дна уравнения представляют собой уравнения обтекания 
плоской полубесконечной пластинки вязкой несжимаемой жидкостью с 
моментными напряжениями.
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EQUATIONS OF BOUNDARY LAYER IN ASYMMETRIC 
MAGNETOHYDRODYNAMICS

!.. G. PETROSIAN

S u m m а г y

The paper presents the basic equations of asymmetric magnetohyd
rodynamics. The equations of motion of incompressible electroconduc- 
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live fluid of high or infinite electroçonductivity are derived. Various 
types of equations of the plane boundary layer for the fluid of high or 
infinite as well as of low electroconductivity are considered.

The solution for the problem of flow around the plane plate by 
viscous incompressible fluid with angular stresses is given.
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