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К УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН ПРИ 
СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Решению различных задач для прямоугольных пластин со сме­
шанными граничными условиями посвящены работы [ 1 ], [2], |3]. В 
частности, и [3| определяются критические усилия потерн устойчи­
вости прямоугольных пластин, равномерно сжатых в одном направле­
нии, при следующих граничных условиях: кромки, к которым прило­
жены усилия, свободно оперты, а на двух других кромках заданы 
смешанные условия.

Настоящая работа также посвящена определению критических 
значений усилий потери устойчивости равномерно сжатых в одном 
направлении прямоугольных пластин, когда имеются следующие гра­
ничные условия: кромки, в направлении которых происходит сжатие, 
оперты, а на двух других кромках заданы смешанные условия.

Взяв формы выпучивания пластин в виде рядов Фурье и удов­
летворив граничным условиям, для постоянных интегрирования полу­
чим парные ряды— уравнения, которые приводятся к бесконечной си­
стеме линейных алгебраических уравнений. Критические значения уси­
лий определим путем приравнивания нулю определителя этой систе- 

Доказывается сходимость процесса итераций, что дает основание 
рассматривать укороченную систему уравнений.

1. Сохранив обозначения [4], дифференциальное уравнение устой­
чивости пластины берем в виде

Дгг’»+№ — = 0 дх-
Согласно определению граничные условия будут (фиг. 1)

«• = ------ — 0 при у — ± Ь
Оу*

= о
йх

(1.1)

(1.2)

(1.3)
при с у < С

при х - 1 а

Решение (1.1) разыскиваем в виде
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W = У, fm (х) sin 7֊ (у 4 Ь) 
—1

(1.4)

удовлетворяющем условиям (1.2). Для наглядности представим zu в
виде

w = W, 4 (1.5)
где

Г п։~ (1.6)d՝l /| j!H (x?Sin у
т 1 "

Л ( / к (2m 1)՜W., у п, (х) cos-----—------у (1.7)

Отметим, что (1.6) представляет антисимметричный случай поте­
рн устойчивости по отношению оси х, а (1.7)- симметричный. Каждый 
из этих возможных случаев будем рассматривать в отдельности.

2. Антисимметричный случаи. Подставив (1.6) в уравнение 
(1.1), для /т (х) получим следующее дифференциальное уравнение:

£՝’(*)-[ (2.1)

откуда получим
/л. (*) = С^'сЬ^Х т С[։-} СОЯ к..Х 4 С<^зЫ',Х֊|֊ С'М 81П (2.2)

где

1" и V Ы) - ~о՜) + (~Г) - ~и (2.3)

А-.. ~ I ՛ । ՝ 7 \2 /V» / т \2 _ / т к \г ,
' I \ 2£> ‘ /9 \ Ь / \ Ь 7 1

Удовлетворив условиям (1.3), для коэффициентов и С'^1 по­
лучим следующие парные ряды:

У С'^ (A-, cos к.а th к}а i к., sin k..a) sin у = 0 (0 '^֊ у с)
՝ Ь ՛ (2.4)
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У' С';р ( к] к2 ) cos к_а sin —— у = 0 (c<j/-^c6)
m-1 ’ Ь

У С^1 (к, cos к а к՝ sin к2а с th 4:1a)sin у 0 (0 у -С с)
«-։ h

(2.5)
У С^} (к\ 4- к?,) sin к:а sin —— у 0 (с у < Ь)

ш-1 '6

а коэффициенты С?}1 и CV определятся следующим образом:

_ (43»COS ; С<3) — _ ГУ4.13*П (2 М
ch А-,« ''' "' sli А։a

Учитывая, что наименьшее значение /V, получается в случае сим­
метрии по отношению оси у [3], в дальнейшем будем исследовать 
систему (2.4). Отметим, что совершенно аналогичным образом можно 
исследовать и систему (2.5).

Заменив в системе (2.4)

и введя обозначение

(2.7)

(2.8)

9=тс
получим парные ряды

у/иУт----- Ь^а + к^км s.nm? 0 (0<?<р)
™Т։ I /(2L_y

I \ 2D / D \ b J
(2.9)

У rn Km sin m s - 0 (3 < у r)

которые путем некоторых преобразований приведем к виду

У > m (1 sin Hl ? 0 (0 '■. ? - 5 Э) 
т J

(2.10)

У т Y„ sin rn ? = 0 (3 ?• < т:)
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где
ууп) 1 ___ т (*» *Ь кха 4֊ к., 1% к..а) я

। V V ь (2Л1)
I V 2/>/ о \ ь )

Учитывая, что /х — / (Ь х, можно показать, что при пг—
имеет порядок

= У 4- О| 
т~ (2.12)

где

? =
1 /У,-
8 D

ь- (2.13)

Выполнив преобразования, подобные [3], парные ряды-уравнения 
(2.10) приведем к виду

V т Y,n (1 — М’’) ут (cos (i) = 0 (0 6 ?)
<11 -I

(2.14)

У т Ym ут (cos 0) = 0 ($ < 0 п) 
<п —I

Отсюда для определения коэффициентов У», согласно [5] полу­
чим следующую бесконечную систему линейных алгебраических урав­
нений:

Yn^^bnmYm (л = 1, 2, 3,-• •) (2.15)
«1—1 

где
тA‘J' Пут (cos /) z„ (cos 3) - туп (cos p) z,„ (cos 3)

<’,։m - 2 /r -

bnn = |2 2Pn-i (cos /) P„ (cos 3) -p P֊ . (cos 6) P;(cos£) —
(2.16)

— 4 У А (cos P)[cos ° Pt (cos 3) — Px ti (cos p)]|

Заметим, что функция у,, (л՛) и zn (х) являются линейными комбина­
циями полиномов Лежандра.

Для существования ненулевых решений, необходимо, чтобы оп­
ределитель системы уравнений

«С-

Yn- ^\bnm К, =0 (п=1, 2, 3,...) (2.17)
т-=»1

равнялся нулю. Критические значения М- определим из этого условия. 
Сходимость процесса итераций можно доказать аналогично доказа­
тельству [2], произведенному для такой же системы.
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3. Симметричный случаи. Подставив (1.7) в (1.1), для fm (л՜) 
получим следующее выражение:

/„, (х) — Ц^сЬ 5,х D'^coss:x D)J'shsxx -| D'n[> sin s2x (ЗД)
где

1 V 1 \ 2D ) D
{2т HU

26

•>
4֊ {‘1гп - 1)п

26
■ N՝

2D
(3.2)

। ՛ 17/
s’ 1 1 ( 2D / D {2т 1)в 2 (2т 4-1)- 2 . М-

2D26 26

Удовлетворяя граничным условиям (1.3), для коэффициентов 
1.)^ (։- 1, 2, 3, 4) получим системы уравнений, подобные полученным для 
аналогичного случая [3]. Здесь также, как и в предыдущем случае, 
будем рассматривать случай симметрии по отношению оси у.

Обозначив через

2 р(:> 1 72Y^Y _ Л7 I (2m Ч- 1)т:
2m •-1 Г \ 2D ) D | 2Ь cos s2a

я։

(3.3)
v ==

систему относительно коэффициентов приведем к следующему 
виду:

£Au(l֊ A^cos^m ;-)? = 0 (0^?<S)
. Я=0 \ 2 /

(3.4)
У f т — — ) Л„, cos ( т ■■ -i- \ i = 0 (£ < ® =Ся)

m-0X 2 ’ 4 - ’
Заметим, что /V^ будет иметь такой же порядок, что и Л^, то есть

№’= A- ■bO/'J֊') (3.5)
iiv \ ггг /

Парные ряды-уравнения (3.4) совершенно подобны полученным в 
[3] уравнениям для симметричного случая. Следовательно, аналогичным 
образом получим следующую бесконечную систему

9n -I- 1 ”А, - -֊֊֊L S Ап (п= 0, 1, 2,- • •)
т—9

(3.6)
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где

алт ( Р„ (соз 0) Рт (соз б) с/соб 6

+ (—1)" Р>, (сОзЬ)Р 1,2 (СО5 б) <?СО5 0 (3.7)
о

Для вычисления данных интегралов от полиномов Лежандра можно 
применить формулы, приведенные в [3]. Критические значения М оп­
ределятся из условия существования ненулевых значений коэффици­
ентов /1„. Учитывая, что Л'';’ также имеет порядок О(1/тп'*) аналогич­
но [3], можно доказать сходимость процесса итераций.

4. Определим критические значения усилий потери устойчивости 
прямоугольной пластины, когда имеются следующие граничные усло­
вия (фиг. 2): 

—а = 0 при у 0 и у Ь 
г}у֊

-՜1— = 0 при 0 у с 
ОХ

и’ ’ --- — — 0 при с < у < Ь
Ох՝

Решение, которое будем искать в виде

при х = ± а

ги -

(4.1)

(4.2)

(4.3)

будет содержать в себе все возможные формы потери устойчивости 
пластины. Следовательно, ход решения данной задачи полностью бу­
дет совпадать с решением первой задачи в случае антисимметрии от­
носительно оси х. Критические значения Лг, определятся также из 
определителя системы (2.17).

Для пластин, у которых отношение Л Ь 200, при различных от­

ношениях сторон а/6 и 3֊ —с на ЭВМ „Раздан—3й были решены 
Ь

определители восьмого и десятого порядков.
В табл. 1 приводятся значения безразмерной величины 

М — Ю', полученные из определителя восьмого порядка, с которыми 

полностью совпадают значения, полученные из определителя десятого 
порядка.
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Таблица /

*2а/Ь 0
_1__ 

4

1 _
2 ”

_3__

4
т.

0.6 1266 1543 2359 3227 3302
0.8 1036 1253 1787 2126 2154
1 987 1156 1495 1652 1664
1.6 1037 1577 1979 2167 218(1
2 987 1223 1285 1300 1302
2.5 1019 1078 1151 1175 1177
3 987 1031 1075 1086 1087
4 987 1126 1187 1'201 1202

Заметим, что все приведенные в таблице значения при $ ֊ О и 
8 — “ совпадают с [4], кроме случая, когда 8 = г, а 2а Ь — 1.6. Для 
наглядности построим кривые изменения критических усилий р. зави­
симости от отношения сторон пластинки и от участка защемления 
(фиг. 3). По оси абсцисс отложены 8, а по оси ординат—безразмер-

ные параметры —отношение критического усилия Лг, для данного 3 
к М, когда стороны х = Ь а полностью оперты (3 0). Как видно из 
фиг. 3, для малых значений а/b значения Nx увеличиваются вместе с 
увеличением 3, а, начиная со значения 1, изменение происходит

О 1медленнее и в основном до значения р = —т:, то есть когда защемлена 
&

половина кромки. Таким образом, как и отмечено в [4], влияние за­
делки краев на величину Л\ уменьшается с увеличением отношения 
а[Ь.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Поступила 30 V! 1971
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Դ. Ա. 1րՈՎ111՚ՍՅԱՆ

bU.ll-e ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
ՇՈՒՐ.9Ր

II. մ փ и փ и 1 մ

Աշխատ տնքամ դիտարկվում Լ ուղղանկյուն կայունության խնդիրը,
երբ նրա երկա կււղմերր աղատ հենված են, իսկ մյուս երկու կողմերի դրա, 
որտեղ կիրաոված են ում երր, տրված են խաոր պա յմ աններ: Սայի կայունու­
թյան կորցնեյոլ ձև երր վերցվում են Հքւոէրիեի շարքերի տես րով: հնտեդրման 
Հասւոաւոունների Համար եզրային պայմաններից ստացվում են ղոպղ 

՚Հ ավւոս ա րամներ, որոնր բերվում են գծային Հանրահաշվական Հավասարում­
ների անվերջ սիստեմի։ ճիգերի կրիտիկական արժեքները որոշվում են այդ 
սիստեմի որոշչի ղրո յինեյու պայմանից։ Բերվում ( թվային սրինակ:

ON STABILITY OF A RECTANGULAR PLATE UNDER 
MIXED BOUNDARY CONDITIONS

G. A. MOVSJSIAN

Summary

In this paper the critical values of stability loss forces for a rec­
tangular plate with mixed boundary conditions are determined. I he for­
ces are assumed to be applied to those two opposite sides on which 
mixed boundary conditions are specified while the other two sides are 
thought of as freely supported. The forms of buckling are taken in 
Fourier’s series. For the integration constants dual trigonometric series 
are obtained from the boundary conditions; these series are reduced to 
the infinite sets of linear algebraic equations. I he values of critical 
forces are defined by equating the determinant of the set to zero. I he 
process of iteration is proved to converge. A numerical example is 
given.
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