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С. О САРКИСЯН

О МЕТОДЕ УПРУГИХ РЕШЕНИЙ В ТЕОРИИ ПЛАСТИНОК

Как известно 11 ], основное уравнение теории малых упруго-плас- 
тичссиих деформаций тонкой пластинки представляет собой квази-ли­
нейное уравнение эллиптического типа четвертого порядка 

(1)

где q— поперечная нагрузка на пластинку, D обычная цилиндричес­
кая жесткость пластинки

2 = 1--^-. / = — \^-rdz (2)
D 3 J е.

-ЯГ2
о/ —интенсивность напряжений, «».— интенсивность деформаций, h— 
толщина пластинки, zn х։а—изменение кривизн срединной плоскос­
ти пластинки

= U’TJ. х. = *t2 = (3)
w—поперечный прогиб пластинки.

Между ■=, и е существует зависимость, которая определяет плас­
тические свойства материала. Этот закон в общем виде можно запи­
сать следующим образом (1):

=, = 36՝[1 -֊‘«(*31^ (4)

где G —модуль сдвига материала, «—функция е,. определяющая плас­
тические свойства материала и для реальных материалов с упрочнени­
ем удовлетворяющая условиям |1, 2]

+ (5)

Как легко видеть, эти условия равносильны следующим услови­
ям:

, . . w(ej—
О < «(е;) < » (e,) Ь------------ - ------- е, = --------—-------< / < 1 (6)
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Интенсивность деформаций для пластинки имеет следующее выраже­
ние:

е, = V - ^х.. Т (7)
О

Пусть 5—ограниченная область, занятая пластинкой в плане, 
Г—граница 5. Будем рассматривать следующие граничные задачи.

1. Найти решение (1). если

0, ди> 
дп

= 0 
г

II. Найти решение (1), если

Л\ - = л;, мх\, = м\ду /г

(8)

(9)

где п —нормаль к Г, -перерезывающая сила, Л7։ —изгибающий мо­
мент.

Для решения задач (I), (II) будут использованы следующие спе­
циальные функциональные пространства.

1) Пусть С\ множество функций ш(х, у), удовлетворяющих ус­
ловиям (8) и имеющих интегрируемые с квадратом вторые производ­
ные в 5. Зададим на С։ скалярное произведение

л՜
Wtx.rW2.rx4- ֊֊ гн1.глШ2уУ 

£•

+ ~ Ю1уу«>2.гх «Пуу«’2уу 4֊ 
£ /

Замыкание С։ в норме (10) назовем //;\ . Из (10) вытекает

(10)

й ( («'лл Ь «’уу +

$

(11)

Для дальнейшего удобно для произвольных дважды дифференцируе­
мых функций «.• (х, у) ввести в точке скалярное произведение и норму 
по формулам

(и’п и»2) = «>]Ххи’2хх т — «Пхг«»2уу -|-

>1 = I ш-г 4֊ хх и'уу 4՜ «/;.у 4֊ «£у

(12)

(13)

Легко проверить, что при этом выполняются аксиомы скалярного про­
изведения, за исключением одной: из ||ад|| — 0 нс следует а.՛ - 0, но 
мы этим свойством в дальнейшем не пользуемся.
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Используя (12) и (13), можем записать выражения (10) и (11) 
соответственно следующим образом:

(ту։, то2)я<$ (шр той)</5 (14)
5

I Мя|5- = ° М* (15)
-У

2) Аналогично, пусть С множество функций го (х. у), имеющих 
в 5 интегрируемые с квадратом вторые производные, удовлетворяющие 
условиям

\ шг/Л = О, \ г шс13 = 0

5 $

На I функции и'(л՛, у) не подчинены никаким условиям. Скаляр­
ное произведение на С2 зададим по-прежнему выражением (14). Замы­
кая 0' во введенной норме, получаем гильбертово пространство Н^.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (1) назовем функ­
цию ту (х, удовлетворяющую интегральному равенству

Л/2

(«\ 4(7 ( ( <’>(ту. »)г2</5^г ' (17)
х -л,֊՝2 5

для любой функции $ £ //).$■•
Определение 2. Решением задачи (II) назовем функцию ш(х. у)£Н->$, 

удовлетворяющую интегральному равенству

(о», ?)м>5 ֊ 4(7 ш (до. ©) г'-с/Зс/г ֊г \ ср?
X —й/2 X

Г + ^? + л/;-^)</г (18)

ДЛЯ любой функции ср /Л>5.
Заметим, что если функция —обобщенное решение задачи (I) или 

(II) в смысле принятого определения, то выполнены все условия рав­
новесия пластинки, если их сформулировать с помощью принципа воз­
можных перемещений Лагранжа. Кроме того, обобщенное решение 
всегда будет классическим, если оно четыре раза непрерывно диффе­
ренцируемо. Заметим также, что в задаче (11) необходимые условия 
равновесия пластинки или необходимые условия разрешимости задачи 
(И) состоят в том [3], что система внешних сил статически эквивален­
тна нулю. В последующем в случае задачи (II) мы предполагаем, что 
выполняются необходимые условия равновесия пластинки. Из резуль-
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татов работ* [4, 5] известно, что если область 5 звездна относительно 
каждой точки некоторого свс-его круга и то w £ (5). Ес
ли использовать теоремы вложения [6]. получим, что u» v, wv /Л( (S), 
где q 1 и произвольна, n՛ С (5). Кроме того, имеют место нера­
венства

u՛ m ГП :.՛ , . , ж w; Ц9<

' m w,. -|(Л> - m м»Ц5, «' . /.»(՝)' //r (20)

Далее, если Г* — некоторый кусочно-гладкий контур класса
(m. ^)> целиком лежащий в 5, то при любом </' I имеют место со­

отношения

( J |ш, - т (?) ur/Zix, (jlwypdr* z- m (</) A (21)

1 lycTb теперь w //,. и область 5 звездна относительно каждой 
точки некоторого своего круга, тогда легко убедиться, что имеет 
.место интегральное представление С. Л. Соболева [6], то есть 
w ■- ^/'(5), и, следовательно, имеют место все вышеупомянутые тео­
ремы вложения и неравенства (19, 20, 21).

Введем операторы А и В соотношениями
4/3

(Д-u՛. -)//ь = 46' j ~г </ ? dS (22

л՜ - */.• з
для любого ? Н. ֊. и

(Bw. г)к:з 4бЦ ^}zzdSdz — *| qrz dS-\-

S -A.T 5

+ [(^? + M,-A)rfr (23)
r

для любого оС/’/зл. Легко показать, что операторы /I и В действуют 
соответственно в пространствах //՛.,> и Н>.\.

В самом деле, при фиксированном w( /Л-л, если q Лр(5) при 
р 1, Л7։'Г;£р(Г) при р 1, М^Ь^(Г) при <7 > 1, имеем

• ('м 7ЛКЖГ домторежум» лмгссртаиню И. И Вароинчп.
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' При этом мы использовали условия (5), неравенства Гельдера и нера­
венства типа (19, 20, 21).

Итак, получили, что функционал в левой части (18) линеен отно­
сительно ? в пространстве /*/■_. %; используя теорему Рисса, получим 
(23), где оператор Л будет действовать в пространстве /7 , Точно 
таким же образом можно обосновать (22).

Очевидно, отыскание обобщенного решения краевой задачи (I) 
эквивалентно решению операторного уравнения

и» = Л(а>) (24)

а отыскание обобщенного решения краевой задачи (I!) эквивалентно ре­
шению операторного уравнения

ш — 5 (тс) (2?)

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

1) </^£р(5) при р >1;

2) удовлетворяет условиям (5).

Тогда оператор А(ш) есть оператор сжатия во всем пространстве 
Н\ ։, причем имеет место соотношение

А (и՛,) — А ('Ш..)||л| .> и.'1 ДЛЯ любых Я»,, Ш:; ( Н\ <

откуда вытекает однозначная разрешимость задачи (I).
I е орем а 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1: кроме 

того, на Г (Г) при /» 1, М‘ ֊ ) при </^>1, Г£Л։(лп, 0)'.
Тогда оператор 7?(и») есть оператор сжатия во всем простран­

стве /7;.у, причем имеет место соотношение

В («»։) — В («»._.) < '• !!«■՛։ ֊

откуда вытекает однозначная разрешимость задачи (II).
Эти две теоремы доказываются совершенно аналогичным обра­

зом, поэтому приведем доказательство только первой теоремы.
Из (22) получим

й/2,
Л (и»:) Л (пь.),^ . = 4бр | Н(ер) (т<’։. Аи>1 - Л««») —

Л
— о) (еР) (ал., Ли»։ — Лол,)] г՝<13(1г

Предполагается, что система инешиих сил статически эккияалептпп пулю.
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Буняковского,Обозначая Л (ад.) — А («.՛„) = у, используя неравенства 
неравенства треугольника и (12), (13), (6), получим

։»(е{г>) (2) 
е'К-ер е‘

Л,'2
X г' <18(1г 46'

5 л/2

е{” — ер» |ш։|!

<46 | <» (е}п) I и.՛, — |'<|| —

$ —11'-1

(е}։>) 1(«Ч «’«,■?)) —

<ц (ер) (е։’п) 

ер - е<а>
г' <18(12 ■ ֊

а’։1՛

к.'сГ:' >: г-с/5б/г<

Итак, получим
А («.՛!) /1 (и'2),//։л. < л — и«.,//)։., где и'х, и>.г^/7]Л любые.

Из теорем 1 и 2 вытекает, что метод упругих решений для 
рассматриваемых задач теории пластичности будет сходиться R соот­
ветствующих пространствах со скоростью геометрической прогрес­
сии со знаменателем л при любом выборе начального приближения.

11ользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность 
И. И. Воровичу за ценные советы при выполнении настоящей работы.

Ереванский государственный 
университет
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Ս. Z. ԱԱՐԴ113ԱՆ

ՍԱԼԵՐԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ ԱՌԱՈԴԱԵԱՆ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

II. ւ1՚ փ ո փ и t մ

Դիտարկված են սալերի աոաձգա֊ պլաստիկական աեսո/թ յան երկու 
Հիմնական եզրային խնդիրները։

Սահմանելով նշված խնդիրների րնդհանրացված լտծոէմնևրը, եզրային 
խնդիրները բերվում են օպերատորային Հավասարումների։ Այնուհետև ապա֊ 
ցուցվում է՛, որ այդ օպերաաւ/րները համապատասխան էներղեւոիկ tnարածու֊ 
(I/աններում սեղմվող են է

ON THE METHOD OF ELASTIC SOLUTION IN THE 
THEORY OF PLATES

S. O. SARKISSIAN

Summary

Two principal boundary problems in the elastic-plastic theory of 
plates are considered.

The boundary problems are reduced to the operator equations and 
the latter are shown to be operators of compression in the correspon­
ding energetic spaces.
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