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БОЛЬШИЕ УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ ИЗГИБА И 
УДЛИНЕНИЯ ЧАСТИ ТРУБЫ ИЗ МАТЕРИАЛА, 

РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕГОСЯ ДЕФОРМАЦИЯМ 
РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

Рассматривается задача симметричного изгиба и простого растя­
жения части круглой цилиндрической трубы из сжимаемого упругого 
материала, разносопротивляющегося деформациям растяжения и сжа­
тия, при больших деформациях. Отдельно исследуется случай, когда 
часть трубы выпрямляется до прямоугольного параллелепипеда.

В качестве примера рассматривается задача выпрямления полкой 
трубы до прямоугольного параллелепипеда, когда его деформации на­
ходятся в пределах справедливости соотношений теории упругости 
второго порядка.

Работа основывается на общей нелинейной теории упругости [1] 
и на соотношениях, выведенных в [2] для материала, разносопротив­
ляющегося деформациям растяжения и сжатия. Эти соотношения вы­
ражают упругие свойства материала полнее, чем соответствующие со­
отношения, полученные из единой функции энергии деформаций для 
всех деформированных состояний.

Чистый изгиб прямоугольной пластинки и круглого стержня, из­
готовленных из разномодульного материала, в случае малых деформа­
ций рассмотрен в работах |3, 4].

Принимается, что если материал деформированного гела растя­
гивается (сжимается) по всем направлениям, то его упругие свойства 
по всем направлениям одинаковы и отличаются от упругих свойств 
того же тела при сжатии (растяжении) его со всех сторон. Тогда 
функция энергии деформации материала Ж зависит только от инвари­
антов деформации — № (Д, Л, /л) и 1Г՜՜ = IVх ”(/х, Д) при растя­
жении и сжатии материала со всех сторон соответственно.

Если н какой-то точке деформированного тела материал растяги­
вается (сжимается) по главному направлению деформаций у (з֊- 1, 2, 3) 
и сжимается (растягивается) по всем перпендикулярным к нему 
направлениям, то 1Г имеет вид |2|

где

^=^(4. л. /3. Հ<յ։)) 
^=г(;,(л, л. ք(յյ))

(1)

(2)
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(по индексу « не суммировать)
и 8,.— компоненты ковариантных метрических тензоров деформи­

рованного и недеформироваиного состояний относительно ортогональ­
ной системы координат 0.... которая в каждой точке деформированного 
тела совпадает с главными направлениями деформаций у..

Функциям 11/ , № , и Й^д> соответствуют контрвариантные 
компоненты напряжений |2|

(3)
~ Ф(Л)? — Ч (л)В'? -г Р(л)С'?-Г

где
. _ 2

фо) ~ од ’ ՝։<■>

՛” I /э/’ч«)’

2уц Ц- ' р<֊՛ 21 4 0/,

М'^ <“>

5" = 1^4 — д'' ^квгк

8а> 81՛ ~ ковариантные и коптрвариантныс компоненты метри­
ческих тензоров деформированного и недеформированного состояний 
соответственно относительно подвижной системы координат В£ 
{г = 1, 2, 3|.

и -(У) определяются аналогичными выражениями.
Когда деформации тела находятся в пределах справедливости со­

отношений теории упругости второго порядка, Функция энергии дефор­
мации определяется выражениями [2]

11^ А\ г /Ъ. -Л — А /։ /’о : |- А-, ,/з

/11 /2 А_‘У՝1 Ал .Л ф- Д3 /з

- V 4- А. ֊ А. + Дь/։ -1- А7(зх) (5)

= И' —Аа А- - А.^г ^оУ։’1'(.{5)

где А1, Аг ,• • •, Аз —упругие постоянные

Д = 4(Л - Аг)

А? ~ 8 (Л4 —/1.1) ; 4(Дз —/1з ) :-4(Л5 —Аз )

Л=2(Дз'֊ЛП4-2(Л--Л5+) (6)

ЛЭ-6(Д;-Д4) 4-3(Д3‘ - Д3-Э4-Д3--Д3֊ 
причем

АСА-^Аг^-АГА-^Аг (7)
У1=Л-з, /,=4-24+3, /3=/э-4+/1֊1 (8}
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В рамках линейной теории упругости

№' = ~ V !>‘ л՜ 4՜('՜12:11 >՛ ։₽" = - ֊411՜/։ । 4 <' 2" )2 о 2 8
(9>

«/.„-(Г -Кг |.֊ни 1Г(1) = №■

где )Л = Х~=Х (Ю)

' , Iх , >• и и —постоянные Лямэ, соответствующие функциям 
и № соответственно.

1. Пусть часть круглой цилиндрической трубы из рассматривав֊ 
мого материала в системе цилиндрических координат '։>, 0, х3 в неде- 
формированном состоянии ограничена цилиндрическими поверхностями 
{' = = [,2 и плоскостями 0 ± Оо, х3 - £.

Рассматриваемое тело испытывает простое растяжение и цилин­
дрический изгиб, определяемые соотношениями

г = г (г,), 0 = аЬ, у3 — 6х3 (1.1)

где (&п 0„, = (г, (•; ^1֊-цилиндрические координаты, определяющие
деформированное тело, а и Ь—постоянные.

Известным способом [1] определяем метрические тензоры отно­
сительно системы г, О, ул

<7„ = с11=6’и=6֊м-1, =г', С"-.- —
г2

-б^=о (/.-;) (1։2^

Р2 1
— ...а՜ /г

ка = -.-’ (1.3)
р-

«„ = «"=<> ('■¥-»

7;, — — ((7,7 — #,. ) ковариантные компо-
■2-՛

центы деформаций, убеждаемся, что система (г, 6, у3) в каждой точ­
ке деформированного тела совпадает с главными направлениями де­
формации (так как 0 при / у) и, следовательно, •?”

О՛,., -= и т- Д- Тогда из (2) находим

т(1>։ = -֊-(г? !’■ '<^ = -4К՜՜1 )՛ ■;<«) = 4(42 ։> (1֊4> 
£> \ у / 2^

Если материал деформированного тела растягивается по направ­
лению б< (0։ — г, 62 = 0, 0д = г/3) и сжимается по перпендикулярным к 
нему направлениям, то из (3) с помощью (4), (1.2) и (1.3) определяем

г2 ’ 
р

Г7Н = Г*.

с!г
Здесь

Определяя по формуле



Большие упругие деформации изгиба и удлинении части грубы 15

•;՛> ■-<•?ф«+4 (+ <>՛)। /<.>+'•?«<՛.> 8«<
° • /а2г2^ а‘Ь՝՝г" \ ... . . агг։ й. ,

г ъ> — ф(«> + ( — - ֊֊֊ —) '« ։։> - Л,) + ֊■ С1-5)

^=^ф;.։+(^ +*и+ ***;>

где 'ч- символы Кронекера.
Аналогичные выражения могут быть получены и для случая, ког­

да материал сжимается только по направлению Ч. Тогда в выражени­
ях (1.5) вместо величин с одним штрихом будут фигурировать анало­
гичные величины с двумя штрихами. Если материал растягивается или 
сжимается по всем направлениям, то вместо указанных величин будут 
аналогичные величины с индексом ( --) или (—). В этом случае по­
следние члены (1.5), содержащие функцию н,5ь будут отсутствовать.

Уравнения равновесия в данном случае приводятся к одному

֊^— (Г-”) = г--.^ (1.6)
(/г

где и символизируют те напряжения, которые имеются в дефор­
мированном теле в каждом конкретном случае.

Для решения задачи принимаем, что известны: постоянные а и 6, 
радиус одной из граничных цилиндрических поверхностей деформиро­
ванного тела и нормальная равномерно распределенная нагрузка, дей­
ствующая на этой поверхности, то есть

Р = ?р г=Гр (1.7)
или

р-рд г-г... = Л (1.8)

На основании (1.7) из (1.1) определяются •,3.. для всего тела и 
ц2?> на поверхности г — г։.

Для определения вида напряженного состояния у граничной по­
верхности г гг нужно определить также ; при г==г}. Принимая

О, подставляем В равенство "п(? Рх выражение -и, соот­
ветствующее знакам 7<г։>, откуда определяем г?|Р=?։, а из (1.4)—

• Если цП)|;,„.Р1 \0, повторяем указанные вычисления, под­
ставляя вместо выражение, соответствующее отрицательному
ЧП)*

Таким образом, получаем необходимые граничные условия для 
решения (1.6), которое после подстановки выражений -и и ~-2, соот­
ветствующих определенным знакам 7(Н), 7(22) и 7<33), приводятся к не­
линейному дифференциальному уравнению второго порядка относи­
тельно функции г(р)
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P — f'l: г ~ Г\ — Г?L? ?1
Уравнение (i.6) интегрируем в пределах всего тела и-из fl.4) 

определяем функции 7(П) и - const). Если они в пределах
тела не меняют своего знака, то найденное решение (функции г(р) и 
и ?•..) будет искомое. Если *(1։) и или один из них в пределах 
трубы меняет свой знак, то найденное решение справедливо только 
для участка, где 7^., и '[,22) сохраняют свои знаки. Радиус разделяю­
щей поверхности этого участка г3 (соответствующий цН) = 0) либо 
г4 (соответствующий 7f>n. = 0) находим из полученных решений и из

•и i /г « Р* равенства ~ 1 либо ——՝

Для следующего участка, начинающегося с разделяющей поверх­
ности, интегрируем (1.6), заранее подставляя туда выражения ՛" и 
соответствующие новым знакам у 5։}, а граничные условия получаем 
из предыдущих решений. Затем продолжаем аналогичным образом.

Подставляя найденные значения г ([») и г для каждого участка в 
соответствующие выражения напряжений находим напряженное 
состояние рассматриваемого тела.

Заметим, что при нахождении разделяющих поверхностей ука­
занных участков и для проверки может пригодиться также условие 
равенства соответствующих напряжений примыкающих участков на их 
разделяющей поверхности.

Из рассматриваемой задачи в частном случае, когда Uo — ~ и 
а — 1, получаем случай растяжения и симметричного расширения круг­
лой цилиндрической трубы, но изложенный метод не позволяет рас­
смотреть случай, когда часть трубы выпрямляется до прямоугольного 
параллелепипеда. Этот случай рассматривается отдельно в следующем 
пункте.

2. Пусть рассматриваемая часть трубы после деформации преоб­
разуется в прямоугольный параллелепипед.

Для определения деформированного тела выберем прямоугольные 
декартовы координаты (у։, у„, yj так, что у !/՝.'-/('՛), у> ֊<-•՛>; 
?/» =

Тогда координаты точки у, Ь, х3 недеформированного состояния 
выражаются соотношениями

?-Мл). = X, (2.1)
с d

Тогда метрические тензоры определятся выражениями

Gij — G,J =

։ p _ 1 /г) q\Sn — ~7Г ՛ Я22 — ~Г ’ o3.i — ГТ (*--^)
Z/f C’ (Г
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= .У՜. У*2 = ~~ ՝ = <?
Г

^=£’7—0 ('¥=/). *՝ле у*,- ֊֊֊ 
а?

Здесь направления системы (у}, у2, у3) в каждой точке параллелепи­
педа совпадают с главными направлениями деформации (так как 
7,7 " 0 при /). Компоненты будут

ЧП) “ у ЧЗЗ) =՜^ ~ О ($•$)

Когда материал параллелепипеда растягивается по одному из на­
правлений у, (5 =- 1, 2, 3), а по перпендикулярным к нему направлени­
ям сжимается, из (3), (4) к (2.2) определяем физические компоненты 
напряжения которые в данном случае (в прямоугольных декар­
товых координатах) совпадают с тензором

--= »?*,’.) + у} (-֊■ + *•;„ + р1։)+н;։1г,.

=4 + (^ + «

(с-/!2 \
№ +■ 4 ю+А.> +<1՜ е(Л։

%.7 = ° ('=?*■/)
Если материал параллелепипеда сжимается по направлению у_ и 

растягивается по перпендикулярным к нему направлениям, то а'։)П 
определяются аналогичными (2.4) выражениями, где величины с одним 
штрихом заменяются соответствующими величинами с двумя штриха­
ми. В выражения ~։или 5~ (соответствующие растяжению или сжатию 
материала по всем направлениям) вместо указанных величин должны 
входить соответствующие величины с индексом ( ) или (— ).

Как видно из полученных уравнений, деформированное и напря­
женное состояния зависят от постоянных с, <7 и от у (от у непосред­
ственно не зависят). Следовательно, начало координат системы (г/։. 

Уз) можно выбрать в любой точке линии (у2 0, уэ 0). Для
простоты его возьмем на грани параллелепипеда, соответствующей 
граничной цилиндрической поверхности у = н недеформированного со­
стояния, то есть у - Г։ - 0 при о —

Уравнения равновесия в данном случае приводятся

^ = 0 или ^11 = 0 (2.5)
Л/

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 4
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откуда следует
sn = const — Р (2-6)

Здесь з։։ символизирует то напряжение л\)п> 3J։> 3։։). которое 
соответствует знакам 7 ;1}, и ;(33,.

Предположим, известны постоянные е. d и равномерно распреде­
ленная нормальная нагрузка Р на одной из граней у \\ - 0 или 
у = (соответствующей цилиндрической поверхности ?։ или ;-..).

Из (2.3) определяем . ,, и ;(iJ> ֊ const. Затем из (6), подстав­
ляя туда выражение т;1, соответствующее знакам 7(J1, , i:j, при f- р, 
и интуитивно выбранному знаку 7fin» получим алгебраическое уравне­
ние относительно функции у . Из этого уравнения и из (2.3) определя­
ем значения у и ,.1!( при у- р։. Если знак полученного ՝;(1 не сов­
падает с выбранным знаком 711П. то повторяем указанные действия для 
уточненного знака Т. 3!.

Из указанного алгебраического уравнения для зоны, начинающей­
ся из грани у — Y} 0, где '1(11) и ;՛. не меняю՛! своего знака, полу­
чаем

А/;=/(р) (2.7)
откуда

у- (/։?)</? (2-8)
V

где совпадает с у,, сели ((11) и \ (2.yf в пределах параллелепипеда со­
храняют свои знак. В противном случае р* совпадает с радиусом р3 
соответствующей разделяющей плоскости у — Y:., где 7,;п -О, или с 
радиусом у։ соответствующей плоскости у У'4, где ;г , = О-

Радиус. определяем из (2.3). принимая ; . , 0, а ?.։ из
уравнения (2.6), подставляя туда у — 1.

Указанным способом для каждой зоны определяем функции у и 
у ('•'), которые подставляя в (2.4), определяем напряжения.

Болес подробно этот случай рассматривается в следующем пунк­
те на примере.

3. Предположим, рассматриваемая часть трубы изготовлена из ма­
териала, для которого упругие постоянные теории упругости второго 
порядка, входящие в выражения W (5), определяются следующим об­
разом:

1 л 1

л? ֊ ֊(>■-i-2г ) л; = ֊֊(>֊ 1-2!*-)
О о
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3 3- Дз+.= -“(х-ЬЗГ) лг = -£.(Л4-Зн֊) (3.1>
о О

3 .3
Д/ = (' 4֊ 2^ ) А< = ֊֊ (>• ֊1֊ 2г)

10 10

9 9
Л5‘ = — И4 Аз = — I֊-О о

где л, и ц~—постоянные Лямэ (см. (9) и (10)).
Приведенные постоянные выбраны по результатам работы [5|.
Из (6) и (3.1) определяем

/1в = — и- , Д, = 3 (р ) (3.2)

Тогда для случая, когда материал тела растягивается по всем направ­
лениям, из (4), (2.4) и (3.1), произведя предварительно соответствую­
щие изменения в (2.4), получаем

°й=(4֊5''у՝+9" 19 ' у> -32 +$ +

2 2
4֊ 3' —^֊ 4֊ 59 -| 25.5 л- Юле/2 —18*1՛ <Г- 4-1.5л</։ 4-

Р*

4------------------- - 1.5Х _£--------10 /. ֊'--- 18ц+ _с*_ \ = р
Р4 Р* Р5 )

с I 112 с"10л"=-18'‘ '»*.+ 3>.^_-|-59;.-

С՝ с~
4֊ 25.5 Л 19 л — - 32«»*- -- ------10 >.</’- 18 г (3.3)

Р2 Р։
е?(1- с* с' \-3>.-Ц- -1-4.5։.А. 9ПЛ-+ 1.5/.^ )

?2 ?* Р'1 /

-^70-5х-1°)- 18Г £ ~ ЗХ <ру] + 59+

2 2
4-25.5л— 10/.֊^֊ — 18р+-֊֊ 19).^—32|1* (I2 ֊•-

Р” Р

3/ 1.5 л .£_ + 4.5). _ц 9^4- \
о2 /

дл = о (/^*у)

Когда материал сжимается но всем направлениям, для зг. получа­
ем аналогичные выражения, где вместо п фигурирует р . Для ос­
тальных случаев деформированного состояния имеем

= 4՜ (3.4)՛



20 Р. Е Мкртчян

Здесь

3(։)А<- Т<*№» (Л — 1, 2, 3)

(но индексам к я $ не суммировать)

•(П= 14^= Ь5)(Р+֊ !1՜)

?<3>е=47^(9<У‘՜ ֊!1՜)

(3.5)

(3.6)

Пусть круглая цилиндрическая труба из рассматриваемого мате­
риала, для которого '/ 3100 л-?, см', чт = 776 лгг.'елг, ’» - 345 к։ см՝, в
системе цилиндрических координат у, ՛>. хЛ определяется цилиндричес­
кими поверхностями р։ — 20 елг, -24 см и плоскостями х, - + 15с.п, 
0 :!. я (в этом месте стенка трубы разрезана). 'Груба деформируется 
в прямоугольный параллелепипед так, что с 23, с/ 0.952, а его грани 
у = У։=0 и у = У» свободны от напряжений (Р 0), то есть зп = 0.

Из (2.3) определяем

_ 264.5 1 пл.
• <гэ)— °*041

Принимая ■1|1.1<С0 и подставляя в - 0 выражение Т?|11 из (3.4), 
соответствующее 7<21^>0., 'й^рСО, для р—20 с.и находим г. 0.8952. 
Следовательно, у грани у — У. 0 действительно 71П,<10, и напряжения 
а'2 7 определяем из (3.4).

Из уравнения 0, подставляя туда значение уг 1 (соответ­
ствующее 7|.։։ —0), получаем р3= 22 см, а из равенства 1^=0 опре­
деляем радиус 4 23 см.

Таким образом, в параллелепипеде получаем три зоны: в зоне 
20=^р=^22 7(22)^>0, 7(3а)<С0 и в зоне 22^40^23 имеем

0, Тз^՛՜ 0 и л зоне 23=С5-^24 7(Н)^>0, 7<22^0,
Т(И)<° и =

Из уравнений -0, 0 и 0, подставляя туда соот­
ветствующие выражения о1։ из (3.4), (3.5) и значения постоянных, по­
лучаем

у. = |, 1.803-144֊^— | 634-1֊-55530-1- —0.827

где 20«^р<22

у= | 1.803-117 -1- - 1/ 713-1-----48360-1- ֊ 0.950

где 22 < р < 23
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г/,֊- |/ 1.614-117 у- - | 5614֊ ֊48360 -֊֊֊0.827

где '23 г, ՝֊; 24

Из этих уравнений определяем функции у, для каждой зоны. 
Затем из (3.4) и (3.5) с помощью (3.6) определяем напряжения каж­
дой зоны. Результаты вычислений приведены на фиг. I.

Фиг. 1

Нормальные нагрузки, действующие на гранях параллелепипеда, 
у* = ± «= ± 72.2 см и ?;3 - ± Л, — ± 14.3 см эквивалентны резуль­
тирующим силам .'V., - 9180 лч и /V, ֊ 9230 кг и результирующим мо­
ментам М., — 366 кгм и Л/, 90 кгм относительно осей у, и у2 соот­
ветственно.
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Ռ. Ь. ՄհՐՏՑՅԱՆ

ԱԴՄԱՆ ԵՎ ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻՆ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ ՆՅՈՒԹԻՑ 
ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ԽՈՂՈՎԱԿԻ ՄԱՍԻ ԾՌՄԱՆ ԵՎ ԵՐԿԱՐԱՑՄԱՆ ՄԵԾ 

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՌԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԸ

II. մ փ ո փ и է մ

Մեծ դեֆորմացիաների աււկայա ք1 յան ւ/եւղրում ղիտարկվում Լ ձգման և 
ււեղմման դեֆորմարիաներն տարրեր ղիմաղրՈէթյուն ցույց տվող սւոաձդա֊ 
կան սեղսեէի նյութից պատրաաոված կչոր խողովակի ղլանային սեկտորի 
էոեսքով մասի սիմետրիկ ծռման խ^ւդիրր՝ Աքն դեպրր, երր խողովակի մասը
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Д. . - — «■ I ■ ■■■ __յ_^^=ա- ՛ - ——~—~ '~

ուղղվում /; մինչև ուղղանկյուն զոլդահե/ւանիւաւ դաոնալը։, ուռւոմնաււիրվւււմ 
է. աոանձին:

Որպես օրինակ դիտարկվում / //'/"/ խողովակի մինչև ուղղանկյուն ղու- 
դահ եռանիստի վիմակր ա զզվելու խնդիրը, երր դեֆորմ արիաները գտնվում են 
երկրորդ կարգի առաձգականով! յան տեսութ յան առնչությունների կիրառե­
լիության սահմ աններում։

LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF FLEXURE AND 
EXTENSION OF A TUBE SECTION HETERORESISTANT 

TO TENSION AND COMPRESSION

R. E. MKRTCHIAN

S u m in ary

The problem on symmetric flexure and extention of a tube section 
in the form of a cylindrical sector of compressible elastic material he- 

teroresistant to tension and compression under large deformations is 
considered. The ease of a tube section, straightened to a cuboid, is 
examined separately.

The problem of straightening the whole tube to a cuboid, where 
its deformations are within the limits of correctness of the elasticity 
theory relations of the second order, is presented as an example.
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