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КРУЧЕНИЕ КРУГЛОГО СОСТАВНОГО СТЕРЖНЯ

Решения ряда конкретных задач упругого кручения составных 
стержней в постановке Мусхслишнили приведены в [!, 2]. Там же 
имеются обзоры работ по этим задачам.

В настоящей заметке получено замкнутое решение задачи о кру­
чении составного круглого стержня с линией раздела между областя­
ми поперечного сечения, соответствующими различным материалам, 
являющейся дугой окружности. Эта задача может быть рассмотрена 
как обобщение задачи Вебера [3].

На численном примере доказано, что при одном и том же кру­
тящем моменте максимальное касательное напряжение скручиваемого 
составного стержня при определенных сочетаниях соединяемых мате­
риалов будет меньше соответствующего напряжения однородного 
стержня таких же размеров.

Фиг, 1 Фиг 2

Исследовано поведение напряжений в окрестности точки пересе­
чения линии раздела с контуром поперечного сечения скручиваемого 
стержня для предельного значения угла между его боковой поверхно­
стью и поверхностью раздела.

1. Составной круглый стержень с поперечным сечением, изобра­
женным на <риг. 1. с линией раздела областей, являющейся дугой ок­
ружности, подвергается кручению моментами, приложенными к торцам 
стержня. Каждая часть стержня однородна и изотропна.
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Функцию напряжений удобно определять в биполярной системе 
координат (а, Р), связанной с прямоугольной системой (х, у) зависи­
мостями [4]

a = lgj (а -гх)2 + у‘ — lg I (а — х)~ ± у-
(1.1)

8 = arc tg---- —--------arc tg----- - -------J- тс
а 4- х х — а

Граница и линия раздела области поперечного сечения рассмат­
риваемого стержня являются координатными линиями.

Для радиуса гг дуги Р = имеем

а
|sin р2|

(1.2)

Гак как биполярные координаты получаются из прямоугольных 
координат конформным преобразованием, то гармонический оператор 
от какой-либо функции преобразуется в биполярных координатах в 
оператор

d*U дгЦ _ ,/ d-U д-Ц \ 
дх' ' ду2 * I д* " /

(1.3)

где g характеризует масштаб преобразования и дается формулой

ch a cos 3
(1.4)

■В биполярных координатах функция напряжений при кручении в 
области поперечного сечения стержня удовлетворяет уравнению

ггбЛ = -2(7/6 (/=1,2) (1.5)
На контуре поперечного сечения функции (Л («, 3) должны удов­

летворять граничным условиям

иг (а, 82) = 0; и2 (а, ₽2- к) = 0 (1.6)

и условиям сопряжения [5] па линии раздела

1
*-₽« (7-(/,(«, .М = £Л(«, Pi);

дО\ дЦ2 (1.7)
(,г? ?֊-?.

Между материалами принимается полное зацепление без начальных 
напряжений.

Функции О1 (я, 3) (7=1,2) ։пцем в виде

Для безразмерной функции £) получаем гармоническое
уравнение
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и + ?>=0 (։._1>2) (19)
Оа2 аУ

С учетом четности функции 6'/ (а, р) по переменной а ищем ре­
шение уравнения (1.9) в виде интегралов Фурье

■ос

Фг(°> ?) ։ Mi (^) sh z {$ — 3,) 7?։ (z) shz (32 — ji*]cos га </z (1.10)

(0<а <со; 2X <₽<W

Ф2(я, %)-• j [Д, (z) sh z(fL — n - ,3) 13.. (г) sh z (°։— 3)] cos га dz (1.11)

о
(0<а<ос; 32 r<3<pj

Удовлетворив условиям (1.6) и (1.7), получим выражения А., В1 
(i 1, 2). Подставив значения этих коэффициентов в (1.10) и (1.11), 
после ряда преобразований получим следующие выражения для функ­
ций Ф; (я, Р) (7 - 1, 2):

1 z ?'֊ z ~ 
sh zn sh z (fl — Sj)

Ф։(а, p)--4 ■sh z °, C-л etg 32
D shz(k-fc)

_ ctgg,chz(3;-i:-S,) (G _G) s(>։(?։ )со։г1(/г (1Д2)
sh z v.

(0<a<>; &<?<?,)

Ф2 (a, sh z (fl. — r) sh z (ft, — ft) 
sh z " sh z (" — ft, — ft2)

sh zft,___ G’3ctgft2
D shz(-֊|- ft, ֊ £.,)

_ etg & ch z (fa - 3J 
sh z к

(G'j — G’s) sh z (B.2 — r. — й) cos zzdz (1.13)

(0<7<~; бг 
где

£> = б\ эЬ z (3, — ^) СЬ г (3; — - — рх) — б^сЬ г (£2 - ?х) $Ь г (?3 — т. — 3։)
(1.14)

Касательные напряжения %- и выражаются через функцию 
напряжений следующим образом '4]:

_ (Ч! (а, р) , _ д 13 (а, р)
*аг = + Я------ ’ “!’.•= + 8------ - - (1.15)

ар дл

Верхний знак относится к случаю н^>0, а нижний—к случаю S<0.
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2. Рассмотрим конкретный случай, когда \ = 0, то есть область 
I представляет собой круговой сегмент (фиг. 2).

Функции напряжений Ц(а, “) (/ -1. 2) принимают вид

Ц(*. ?) = <7։*аг соя — с1е 3, яш 3 ; 
сЬ а 4֊ соз 3

2(0 — в ) (*__________гсЬг(,32 ֊-) яЬ г (3., 3) соя 2 а ______
яЬ г — [0\811 г 32сй г(^.2—— Оп с!1 г 3 яЬ г ([< — к)] 

о
(0<а< о; 0 <?.<&) (2.1)

£/,(«, ₽) = с_.оа=( ^֊\_С^АП1 4. 
сИ а — соя 3

2 , $ _ & 1 ՛__________ 2 сЬ 2 яЬ Л (За — т: соя г л дг
4 я!1 г -[6'։ яЬ г с 11 г(32 — г.) — (7, с1։ г ,1. яЬ г (£., — ~)]

(О < « <С ; & — " <1 Р \ 0) (2.2)

Вычислим напряжение в точке В (?= О, -7 — -՛-) пересечения линии 
раздела с контуром поперечного сечения стержня.

Пусть (л, — — > (7, 2(7: — С. На линии раздела ^ = 0 для вы-
О

числения касательных напряжений получаем следующую формулу:

2 а֊'Ь-° 2

-г 2/ (сИ л 4- 1)
Х’с1Ь сЬ -к- е'’^ 

3 3
сЬ кь - ( 5 6 яЬ՜՜ —77—

С1. е'^՞
* 3 3

сЬ (5-6 я!г —7—

5֊

(2.з)

.4 о

I
V'. сЬ —(2 7՝а-։)е <֊

С11 •/;֊ 

г; , Зд.1Т , 2%- /;-.•։
_ ;л-с1к ------- с1Ь — е А1 у1 2 Х 3_________ 3

2 ^4 $Ь 3^-
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где
^ = (ЗА 1-1)/, Р* (Зк -г 2) /

V... = ЗА/, I — аге $т (иЧ-ЛЧ?А = 3/

Значение касательных напряжений в точке В получается перехо­
дом к пределу в (2.3), когда а — ос. После несложных вычислений по­
лучаем

Пт Ч'?Ь-Й=° о*= 2)ЧГ-»ас 1

Очевидно, что при 6\ = 6'2 “ С на контуре принимают конеч­
ные значения.

А если и 3^> или, что то же самое и

<. —' то п той же точке касательные напряжения имеют особен­

ность. В частности, при (к. — 2(/\ - 6’, имеем

где

-'!|1 =«1Э- I)

;с1։_з~сЬ~з-е
сЬ>^/ 2 |-3»Ь=-^-

О о
։Ь | 2 + з11։֊!^Л

, 2 Ча” . О ,
сЬ —-— (2 -г I '^я) е ,{

о
сЬ ՝ц~

Переходя к пределу в (2.4), когда ? • , получаем особенность

(2.4)

х (/֊1, 2)
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Таким образом, в зависимости от отношений модулей сдвига 6\, 
(Л и величины угла в точке 13 может возникать нулевое, отличное 
от нулевого конечное или бесконечное напряжение.

3. Рассмотрим следующий случай ֊ 3. когда напря-

жения около краев поверхности соединения конечны.
Для функции напряжений имеем следующие выражения:

и^. ₽) = С։0а*{ —S21L- 
I ch а -р cos ft

2 ctg ft5 (
6

sh z ft2 sh z (ft — ft,)

sh z ~ sh ֊-֊
2

cos z 9 dz —

2(6\- G։)clgft։ 4G2 ctg ft2
Gt |- G2

. sh zfa sh 2 (ft. — ft) 
cos z 2 dz

I . . z՜7 sh z sh —-

<4(’.

(0 <1 Co,

C f, '• | COSP) =■- 62°a -T------------ h
I ch а — cos ft

(3.1)

2 c,g ?J f shz(k-*)sh^,-i)) cos ztdt +

•< sh z^sh —-
0 2

2 (G'.2 Gj) cth ft, т 4G't ctg ft3 j' sh zft, sh z (3., — - ft)
G^G2 J shz^sh —

0 2

cos zidz

(0<a<eo, (3.2)

Жесткость при кручении составного призматического стержня 
рассматриваемого сечения определяется формулой

с /Г г/Да, 3)</a</[j ГС U2(*,$)dad$
.՝ .1 (chа — cos?)" J J (ch а-j-cos ?)2
9, 0 ?,-г. о

Подставив выражения (3.1) и (3.2) в (3.3) и произведя интегри­
рование, для определения жесткости при кручении получим следую­
щую формулу:

q ^2 ~<z' (Go — Gy) д' I ? • sin ? cos ? (2 cos՜ ft — 3) ?l .
2 sin’ft, 2 sin’ft . лг
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+ —---- —— (с1? 9.. - с!$ 8։)? (& — .чм & соер։) —
510“/!

/* гзЬ2гр1сЬ-^—
- 4га4 ֊ (с1£ ?2- ?։)-՜ I ----------------- —- ---- </г (3.4)

С1+6։ .! з^зЬ —
о 2

В частности, положив в (3.4) ^--0, получим жесткость на круче­
ние составного круглого стержня, собранною из двух полуцилиндров 
[6|.

Подставив (3.1) и (3.2) в выражение (1.15), получим формулы 
для определения касательных напряжений

С И « С08 3

(сЬ а 4- соз ₽)х

С^М1£1Е2ксо5г։|/2 +
о зЬ г ~ ,чЬ —

2

•ь
6\ : с,

Г ^Ь^.сЬг^-Р) со։ г

'Й = Со & агг

,7 зЬ г - з!։ —— 
2

с!1 * ЯШ 8
(сИ а |- С05 °)՜

(3.5)2(С2 — 61 ) с 1^3,

* »1։ г - ») сЬг(Р1 » 

кЬ г п зИ •յ^- 
2

соз г а с/с

2(6*— 6,) С1у3, - 4б\ с!у^ Г с 81։ г .4 сЬ г (3. ֊ п 3)
с1+с» 3 зЬг-а,-^-

- - 

с об г а (1г

(3.6)
В частном случае, подставляя в (3.5) 3 3,, а в (3.6) ;3 - {52— и,

предельным переходом а • сс получим

НттПЯ . =Ип։:^|., . _ = ֊^££֊0Г1
•֊ '՜1 ■ •-■ (А 6’.1 ••

где
а

| з։п 82!

Таким образом, в зависимости от отношения модулей сдвига на 
крае поверхности контакта скручиваемого составного стержня возни­
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кает касательное напряжение любой величины при одном и том же 
крутящем моменте.

Ниже приводится таблица, где даны значения касательных напря­
жений (7=1, 2) в характерных точках сечения и жесткость 
стержня на кручение для одного отношения модулей сдвига Се С, = 2

Таблица

~х
х>

Н
 « о ւ

օ|
 ;1

*Ա
>

* II II 1 ° “
1^ 0,

6 
а 0

-О
О II

* 
1

II с՝ |
 *| 

° 
1 о “О

II 11 8 
*

с/Գ

0.15814 0.56024 -0 2358! ֊0.47163 0.51398 0.82573

В однородных призматических стержнях, работающих па круче­
ние, разрушение начинается на их боковой поверхности, где касатель­
ные напряжения имеют максимальное значение.

Результаты вычисления, приведенные в таблице, показывают, что 
при определенных формах поверхностей соединения и отношениях мо­
дулей сдвигов соединяемых материалов, максимальное касательное 
напряжение при одном и том же скручивающем моменте и одинако­
вых размерах поперечного сечения в составном стержне меньше, чем 
в однородном.

Таким образом, заменой части материала поверхностной зоны 
стержня более податливым можно увеличить его прочность и механи­
ческую выносливость, если близки пределы прочности вспомогатель­
ного и основного материалов составного скручиваемого стержня.
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I.. Ա. ՀԱ1'111՚ր.;1|ԱՕ,:1|1.Ն. 1|. Ա. Չ11է'Ա.Ն311.Ն

ՈԱՂԱԴՐՅԱԼ ԿԼՈՐ <1Ո’ԼԻ ՈԼՈՐՈԻ1քԸ

Ա մ փ п փ п ւ մ

Աշիւ ատ ան բում ստացված I; փակ /ածում բաղադրյալ կլոր ձողի ոլորման 
խնդրի Համար, երբ նյութերի բաժանման ղիծր հան դի սան ում է շրջանային 
աղեղւ

11ւււէ1ւմնասիրված է /արումների վսէրրր նյութերի միացման մակերևույթի 
եզրի վրա բաժանման և կողմնային մակերեու յթների կաղմած անկյան ստ՚Հ- 
մ անալին արժե բների ղեսյրում ։

թվային օրինակով ցույց Լ արված, որ նյութի աոաձդական հատկությու­
նից կախված մ իևնոլյն ոքորոդ մոմենտի ղեւդ բում շոշափող լարումների մար- 
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սիմ ում ր կարելի Լ ւիորրաւյնել, համ եմ ատած Նույն րնղլա/նական կտրվածք/ 
ուներող հտմսաեէէ ձողի հետ։

ON TORSION OF A CIRCULAR COMPOSITE ROD

I. A. HARUT1UNIAN, K. S. CHOBANIAN

S u m m a г у

A closed solution for the torsion problem of a composite circular 
rod of constant cross-section with a division line, forming a circle arch, 
between the regions corresponding to different materials, is obtained.

The behaviour of stresses in the vicinity of the point of inter­
section of the division line with the cross-section contour of the rod un­
der torsion for the limit angle between its side surface and the di­
vision surface is studied.

A numerical example is presented to show that under one and the 
same torque the maximum tangential stress for the composite rod un­
der torsion with specified combinations of the materials to be bound 
together will be smaller than the corresponding stress for a homoge­
neous rod of identical dimensions.
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