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ПРОНИКАНИЕ ТЕЛА В ПОЛУПРОСТРАНСТВО СЖИМАЕМОЙ 
ЖИДКОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ МАГНИТНОГО ГЮЛЯ

В работе рассматривается плоская нестационарная задача о дви
жении полупространства проводящей сжимаемой жидкости. Движение 
жидкости происходит от проникания твердого непроводящего тела в 
полупространство через свободную поверхность. Внешнее магнитное 
поле однородно и параллельно поверхности. В среде отсутствуют 
вязкость и теплопроводность, а электропроводность считается беско
нечной. Выбор координатной системы указан на фиг. 1 (начало систе
мы О берем в точке соприкасания тела со средой, что соответствует

ТУ

Фиг. 1.

времени / 0). Скорость проникания V’ направлена по оси Оу. Контур 
тела задается кусочно-гладкой непрерывной функцией у /(х) — V/, 
выпуклой в сторону движения тела. Линия у = 0 при /^>0 пересекает 
контур в двух точках, скорости перемещения которых по поверхности

[/ I/
среды суть R. = —-------- и R — —-------- . где л- (/) и х_ (/) на-

/ (х •) /' (х >
холятся из уравнения /(л) К/ — 0. Будем считать, что тах|/? , 

R |^>а0 и -— >1, где а0 скорость звука, а Ьо— скорость

Алырвена в невозмущенной среде.
Уравнения, описывающие движение жидкости, следующие [I]:

֊ - 7/7 4- ՛;
Р Р
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-^- + ?у« = 0, —=0 (1.1)
(1( (II

и(и„ «>•) вектор скорости, //(//,, //...)—вектор напряжений магнитно
го поля, 5—энтропия, р—давление, >—плотность.

Будем считать, что на поверхности жидкости отсутствуют по
верхностные токи и заряды. На ։/ = 0 граничные условия выражают 
непрерывность полного давления и компоненты магнитного поля Ну. 
Область возмущенного движения заключена между фронтом волны 
ААг и частью контура тела Со.

1. Рассмотрим линейную задачу. Примем V и тах|/'(*)1 доста
точно малыми, так, чтобы параметры возмущенного движения мало 
отличались от параметров покоя, а условия на поверхности тела пе
ренеслись на линию // = (). Для всех параметров примем (.) (?0 ֊г ()
где С?о начальные значения, а (2՜ возмущения этих параметров 
( иа = 0, /?0 = 0), и в дальнейшем отбросим индексы у О’. Отбросив в 
в (1.1) члены второго и более высокого порядка малости и исключив 
из системы все переменные (^, кроме «у, получим уравнение

£[«,] 0, L = -^

И^(х (f)֊x), 

Иф-х-«)),

(1.2)

Па г/ = 0 имеем условие

И: - (х, () = (1.3)/> 0

',(0 функция Хевисайда.
Найдем решение уравнения (1.2) для приложенного единичного 

импульса, сосредоточенного па у = 0 и во времени. Если г/, обобщен
ное решение в этом случае, то (х, 0, /) — 5(х) 6 (7) есть граничное 
условие. Допустим, что и'(х, у, I) порождается кусочно-непрерывной 
функцией Ф (х, у, /) следующим образом:

С/2ф 
«;(х. 17, /) = —■ (1.4)

дх di

Ф—элементарный потенциал и £|Ф]=0.
Если <р (х, у, /) — const —фронт волны, порожденной от импуль

са, то



Проникание тела и полупространство сжимаемой жидкости 31

/■■’[«д» ?/] = ?} - - (al 4֊ ь֊) е* (<?* -՝Г ?֊) 4- г ?*) (1.5)

֊характеристическое уравнение. Если в (1.5) grad© Заменить векто
ром (А՛, р), а Ф/—через «>, то получим уравнение конуса нормалей
Г|—% к, -j =-0, или, в силу однородности /■’, F\ 1, лр] = О, где 

k
> ~---- • р== -L— > (фронт волны ? ֊ у (х, у) —I), откуда имеем:

w ш
I (L6)

՛ a֊-}-bl-af, bl

Нормальная скорость поверхности Ь (х, у/) I (фазовая скорость) 
есть вектор с0, ортогональный*'к поверхности /’[ 1, /, р] = 0. Если 
ввести двумерный вектор (cos0o, sin90), имеющий направление нормали 
к фронту j (х, у) — const, то cos — /с0 и sin % - рс0, и в силу одно
родности /'для С„ получим дисперсионное уравнение /7|—с0, cos %, 
sin Go] = 0 или

cj — (а? 4- b*) c'l 4֊ а; 6? cos2 Go = О (1.7)

Тогда уравнение

х cos 0о I у sin — cot = 0 
или

xZ 1֊ ур — t = 0 (1.8)

представляет „плоский фронт волны“.
Бнхарактеристичсские лучи, образующие локальный конус лучей 

(конус Монжа), описываются уравнениями

Как известно, конус лучей является двойственным по отношению 
к поверхности нормалей (то есть ставит в соответствие точкам по
верхности нормалей геометрическое место полюсов плоскостей к ней).

Соотношения (1.9) описывают элементарную волну (групповую по
ляру) от точечного источника, введенную Фридрихсом [1]. При 
эта волна состоит из овала, соответствующего ускоренной магнито- 
газодинамической волне, и двух криволинейных треугольников, соот
ветствующих медленным волнам.

Носитель функции и . есть область, заключенная между быстры
ми и медленными полярами. Области внутри треугольников в общем 
случае лакуны. В нашей задаче будем считать, что все возмущения 
распространяются с быстрой групповой скоростью.

В силу однородности можно ввести автомодельные координаты
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Тогда уравнения

> Л 4֊ и— 1=0
и

(1.10)

(1.11)

описывают „плоский фронт" и лучи в плоскости (;, •/,). Уравнение 
(1.10) или (1.11) приводит в соответствие лучам комплексные значения 
плоскости > с разрезом (—1а0, -|-1,'«о) ьдоль вещественной оси.

Нетрудно видеть, что фронт волны описывается точками разре
за, центр возмущения (: — 0, т; -֊ 0) бесконечно удаленной точкой. 
Часть оси = 0, находящейся в области возмущения, переходит в 
часть вещественной оси вне разреза, а ось с = 0 переходит в мнимую 
ось (нас интересует полуплоскость ’ф2>0).

Имеет место теорема (аналог теоремы Смирнова-Соболева 2):
Если в некоторой области О пространства (х, у, (}, (1.10) 

определяет / как комплексную функцию переменных х, у, I, то 
естественная и мнимая части любой аналитической функции £()) 
дают решение уравнения /_|Ф]-0.

Теорема доказывается непосредственной проверкой.
Итак,

и'՛ — К.е
0хд1

или учитывая (1.8)

-Е2_/2_Л4 Л. \ А /
(1.12)

Д = X -Г I1՜ у

На вещественной оси плоскости л вне разрезов из (1.12) получа
ем условие

Ие ֊— (/.а') дк * = 0

Отбрасывая при интегрировании мнимые аддитивные постоянные, 
имеем

£ (>.) = / С 1п к (1.13)

Здесь С -вещественная постоянная, которая находится из усло
вия

4--к 4-«
I у а’^л = 1
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Из (1.13) на у = 0 имеем

Ие[/С1пХ] = С- — Сп[1—г,(/)/,(х) — т,(—/) ^ (—х)],

откуда
< = 2-Со(х)5(О

то есть

с~ — 
2«

Таким образом,

8 ('•) = ֊֊7 1п >՝

Полученная функция регулярна в плоскости л с разрезом, имеет 
особенность на бесконечности и удовлетворяет предельному условию
на вещественной оси. 

Окончательно

<= Ке----------------
12« дхд։ (

или учитывая (1.8)

< =. йе 1 —՛.---------- ---------------1 (1.13')
12՜ [х+/(>■)»]’ 1

Решение линейной задачи представится в виде свертки

иу = • «•;.
то есть

иЛх, у, /) = -- 1 Ие ( [ /);л Р^г/х^/՜ (1.14)
2к .у [(х֊х)!-р'(>֊).уГп

Здесь ) определяется из уравнения

(х —*) х + {*('•) у —(1-1) = О (1.15)

При выходе на свободную поверхность граничное условие пред
ставляет условие регуляризации функции н^(х, /). Действительно, на 
у - О и = о (л-) о(/) и имеем

нДх. о, о = Цх)эд = иу°и о
Область интегрирования показана на фиг. 2. 
Кривая Г задается уравнениями

(х — х )'/. 4- р (л) у (/—/) = 0 

х— х -г р՜ (л) у О
(1.16)

При вычислении интеграла (1.14) берутся главные значения по 
Адамару.
3 Изоесгая АП Армянской ССР, Механика, № 3
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Рассмотрим частную задачу, когда тело представляет клин рас

твором " — 2;', Тогда «®(х, /) =■■ У и - — /, х_=—
՛

Вычисляя интеграл (1.14) для этого случая, имеем

«у®—_)т 1п------ — (1.17)
* 7 ->.У

причем, на фронте волны и иу = 0, а на поверхности (на
клине) Р-И|^>7 и иу= У.

Фиг. 2

2. Найдем решение нелинейной задачи вблизи фронта волны 
(ВВ,^. Линейный фронт задан соотношениями (1.11) при —/0 = 

cos fjo X—- ---- Линию же, близкую к ней, определим соотношениями
С о

= - 0-«), v----------֊,— (!-»)
— Ар 4֊ р — лр -t֊ р

1Ч«1. (2.1)

Разлагая : и f, в ряд по степеням учитывая (1.11), оставляя 
члены первого порядка малости и принимая «().) = с ().Д находим

'т =------- —?-------!V’ Но = Н (\>) (2-2)
ГО Гл

Подставляя (2.2) в (2.1), имеем уравнение кривой (СС։)

« = -у՛ *\ . П = —Д— — (2.3)
-'•0% Нло ֊ '֊01*0 + Ни р0

Комплексное значение на линии (СС\) находим из урав
нения

(>֊о + х') -г и (л0 4 ----- —} 1=0
\ Ро/
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Удерживая члены первого порядка малости, имеем

или, так как

■ и;<о, <2Л)
I г о’՛ о

Подставляя (2.4) в линейное решение (1.17), учитывая, что 
аге 125=^0 при малых з (исключаем из рассмотрения окрестности то
чек С и С1։ ибо там з^>1) имеем

К2 т —2’ г/-. \1.՜—
“՝■ “ "л—(2-5) 

“Ч 1 /
Производные иу по /, („внутренние“ вдоль линии ССУ) имеют 

порядок |' а , а производные му по а, („выводящие“), порядок 
(I '•« ) ' . Это обстоятельство указывает на то, что решение (2.5) 
вблизи фронта типа „пограничного слоя“. Если н качестве коорди
натной системы (вместо /։) вблизи фронта выбрать криволинейную 
систему (/., 1), то следует ожидать, что для всех функций их произ
водные по '/ пренебрежимо малы по сравнению с производными по а, 
в силу чего коэффициенты при производных по X можно линеаризи
ровать. Замена переменных осуществляется формулами (2.1), причем

/)(/., а) (֊>У + I1)2
(1 ---7.) =£0, 03

Если в системе (1.1) сначала перейти к переменным (;. а за
тем к л, а и учитывать вышеописанные соображения об оценках вели
чии, входящих в эти уравнения, получим систему

А^- + ц&.( 
дх о \

՛/ с,Ну _ ,1 0Нх \___ др — т др
да да ) Оз рк О։

да р \ да да / г да

I рг//0 / дНх , дНх \ , р др = т ------- —՛- и---------- ) -]---------- —
Ро \ д>. д/. / р0

(2.6>

л \ д“х . .. диу \А-----г р ( л —------ 1- р —---- ) = — т
да \ да да / (дих , , б>«,. \

"л՜ + ■ — )
. дН. и дих дщ , ди^

А —------- Ну р —— р Нх —■- = тНь р'
да. да Оа ак

АОНу Нх;.^+Нг1.^^тН^ 
да да да д/.
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где

Л = '(-их 4՜ JlUy — (1 — а), т = ———L — 
Н"(1 - а)

Из (2.6) получаем одно уравнение, разрешенное относи՛

(л2- л2 а»

диу \v-eHo / дНл , дН., \ p'aj d? 
d2 ~т р0 \ д'к ? ~ dX ~ р0 ~di՜.

+ 4?-֊^-(>.+ 4М ич(-֊^

а5 О'-* . . г. / Oux . , Ouv
77 л՜ +' °Ц-й- + |‘ -Jr а2

Линейная часть в квадратных скобках при —равна нулю и 
дл

все члены в (2.7) имеют одинаковый порядок. В правой части все 
функции выразим через и-, по условиям совместимости на характерис
тике [3]

— С'>Н Н<> и,; — Нп'> и -= О

— с у<> и -f- а'гп ор и,.//(Л7՜. h) — /7=0

— с -- ро ип = 0

Уравнение политропы берем в виде 

(2.8)

(2.9)

где — считается малым.

Из (2.7) для иу получаем уравнение

(Ки, + 2«) - и, = 0 (2Л0)
дл

где

1 ^Ч։>-2+» ( 1 - -4)(1 - +34- + -֊7
ко,)- - а1ЧЧ

сл( 1----—)\ со /
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Интегрируя (2.10), имеем

а = Киу 4- С, (>•) и'1 (2.П)

<ч(>) определяется из условия на выходе из области „пограничного 
слоя" вблизи фронта, где существенным является нелинейное реше
ние. На выходе же решение переходит в линейное.

Окончательно

(L — - К и4՜ «У (2.12)

Уравнение характеристической поверхности в переменных ('•, ’) 
имеет вид |4|

с 4 Un =

1-.± 
dk

т = а/

— /.’У р. 1 
> ՛/■(/ ^)

1 ('• + W*')
(2.13)

где с скорость характеристики, мЛ нормальная составляющая ско
рости частиц на характеристике. Скорость с удовлетворяет диспер
сионному уравнению

■" с<-г|<г-г,». Н\Н՝' 1 +֊7֊ = о (2-14)

Если fJ—угол наклона нормали нелинейной характеристики, то 
О = % О', fj' мало и

= 4-----------֊T՜"' <2Л5>
1*0 Го

Тогда, учитывая (2.1), получим

^_У(/֊^֊г) г/ 
д\ - (-).ру + р)2

Пусть с - с0 4- с , тогда из (2.14) и (2.9) имеем

, (л 1)«֊ 6?)- (п 2)6>?-:(c^֊6;2cos2V 6՜)
2s։n60(2cg-a5-6J)

A?,sin։0o ։ a֊ b֊ cos % sin.G0
sin00(2cJ-o2-^)

Если (2.16), (2.17) и значение ип, выраженное через «у, подставить в 
(2.13), то члены с О' сократятся, и мы получим на линейной характе-
ристике

д~ /Сцу 
о (2.18)

[/(MJ*



38 М М Минасян

Аналогично поступая с нелинейным фронтом, а именно, выписан 
уравнение вида (2.13) с О в левой части, заменив т через в пра
ной, подставив вместо (2.8) динамические условия совместимости (зако
ны сохранения) на фронте, считая у % + 7 . О — с0 где /)— 
скорость, V угол наклона нормали нелинейного фронта, V и I)'—ма
лые поправки, получим соотношения:

1 с- 62 с2
(с;-%) ՛՛/-֊-НЗ-24;;««‘О.
__________ 2 “<■____________ ао

251пб0(2с‘-а5—6$)

а2 б’соэ 0озш % г
(2.19)с0(а- соб® &<, - с})

дч |П/֊%)0.« -Н**) (2.20)
ЭХ (-).р' Н1):

_ К
(2.21)с0 . ■ с0а1> , иУ4

Из (2.18) и (2.20) непосредственно за нелинейным фронтом полу
чаем связь

17:, — —■ а
2

Тогда условия (2.16) и (2.20), если в их правых частях отбро
сить малые величины выше первого порядка, дают

ч / = —0' (2.22)
2

Нетрудно видеть, что (2.22) приводит к соотношению

О = с Н| со
2 
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которое имеет характер общего для задач о движении слабой волны 
в идеальной проводящей среде.

Геометрическая интерпретация формулы (2.22) представлена на 
фнг. 3.

Используя (2.21) и (2.12), находим и.. непосредственно за (фрон
том

В- и^ф-[/(МГ

Из условий совместимости на фронте легко находятся все пара
метры течения магнитного поля за фронтом и скорость самого фрон
та

с2 — 6" )
Н. =-- //0 (1 փ р0 «у), = Но / 0 «у, и, = ——~ —- «у

со "о

а — а0

Е) =

п 1 հ ~
2 Ф?

С + и,, ֊Ն с0
2
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Ա մ փ ո է|ւ ո է մ
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շարժումը մաղնիսական դաշտում ։ Շարժումր առաջանում I; ոչ հաղորդիչ մար
մնի թ աւիանրումիր կիսահարթ ութ յան մեջ։ Մաղնիսական դաշտը ղուղահեէւ է 
տղաս։ մ ակերևույթ ին: Գծային խնդիրը /ածված Լ Սմիրնով-Ս որոլևի մեթոդով։ 
Խնդրի ոչ ղծային լուծումը հարվածային ալիրի ճակատի մուոակայբում կա
տարված I. սեպի համար: Տույյյ I; արված, որ շարժում ը այստեղ միաչափ կւ 
ք1րոշված են ղաղսւմաւ/նիոաղինամ իկական դաշտի պա րամ ետ/։ե րր և աքիրի 
ա ա ր ա ծ մ ա ն ա ր ա ղ ո ։.թյ ո է ն ը ։
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TNE BODY PENETRATION INTO A COMPRESSIBLE FLUID 
SEMISPACE IN THE PRESENCE OF A MAGNETIC FIELD

M. M. MlNASiAN

Summary

The plane nonstationary problem of a conducting compressible flu
ids motion due to a rigid nonconducting body penetration into fluid 
semispace through free surface is considered.

The linear problem is solved by Smirnov-Sobolev’s method. The 
nonlinear solution for a wedge near the shock wave front is obtained. 
The gas parameters and wave velocity are determined.
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