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В последнее время ряд авторов рассматривал задачи устойчиво­
сти тонких упругих тел в потоке проводящего газа при наличии маг­
нитного поля [1 - 8]. В этих работах влияние магнитного поля учиты­
вается, с одной стороны, силой, с которой .магнитное поле действует 
на токи проводимости в газе и приводит к изменению избыточного 
давления на теле, с другой стороны, силой, обусловленной напряже­
ниями Максвелла на поверхности тела. Исследования показали, что в 
большинстве случаев магнитные поля обладают высокими демпфирую­
щими свойствами, приводящими к увеличению критической скорости 
флаттера. Устойчивость бесконечно длинной круговой цилиндрической 
оболочки, обтекаемой проводящим газом в присутствии продольного 
магнитного поля, рассматривалась авторами [4, 5]. В работе [4] была 
показана возможность дестабилизирующего действия магнитного поля 
(уменьшение критической скорости). В несколько иной постановке та 
же задача позднее рассматривалась в работе [8]. В перечисленных ра­
ботах не учитываются силы, обусловленные токами проводимости н 
намагниченностью самого тела.

Имеются исследования, посвященные задачам колебаний пластин 
и оболочек н магнитном поле, учитывающие указанные силы, но не 
применимые к материалам из ферромагнита [9, 10, 11]. В этих рабо­
тах показано, что умеренные магнитные поля оказывают сильное зату­
хающее действие и слабо влияют на частоту упругих колебаний.

В книгах [12, 13] обсуждаются некоторые работы, посвященные 
вопросам неустойчивости ферромагнитных стержней в магнитном поле. 
Мун и Пао И-сикь исследовали, устойчивость ферромагнитного стержня 
в поперечном магнитном поле, предполагая, что сила, с которой маг­
нитное поле действует на токи проводимости в материале, пренебре­
жимо мала по сравнению с силой, обусловленной взаимодействием 
между магнитным полем и намагниченным материалом [14, 15]. Ими по­
казано, что с увеличением напряженности магнитного поля частота ко­
лебаний падает и достигает нуля при определенном критическом зна­
чении. Полученные теоретические результаты хорошо согласуются с 
экспериментальными данными. Аналогичное теоретическое исследова­
ние для пластины проведено в работе [16].
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В настоящей статье рассматривается задача устойчивости ферро­
магнитной пластинки в поперечном магнитном поле, обтекаемой сверх­
звуковым потоком непроводящего газа. Определены критическая ско­
рость флаттера и амплитуда установившихся флаттерных колебаний в 
предположении, что влиянием токов проводимости можно пренебречь.

1. Пусть изотропная пластинка постоянной толщины 2/1 отнесена 
к ортогональным координатам (х, у, г). Пластина изготовлена из 
магнитомягкого материала, находится в постоянном поперечном маг­
нитном поле и обтекается, с одной стороны, сверхзвуковым пото­
ком непроводящего газа с невозмущенной скоростью (У, направленной 
вдоль оси ох. В отношения тонкой пластинки принимается гипотеза 
Кирхгофа и считается, что прогибы сравнимы с толщиной пластинки.

Для рассматриваемого случая уравнения движения элемента 
пластинки записываются в виде
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и (и, v, w)—вектор перемещения срединной плоскости, ?—плотность, 
/Г—модуль упругости, v коэффициент Пуассона материала пластинки.

Моменты и силы znv, и Г появляются при изгибе и обуслов­
лены магнитным полем. Аэродинамическое давление р согласно „зако­
ну плоских сечений“ определяется формулой [12]

= + 1 + + (1.2)
dt I 2a- \ dt dx J \

где e- коэффициент линейного затухания, р. давление невозмущенно­
го потока газа, а. ֊ скорость звука для невозмущенного потока, /■— 
показатель политропы.

11ренебрёгая токами смещения и токами проводимости ./, для 
определения магнитного поля в пластинке получим уравнения [14]

rot Н = 0, div В = 0 (1.3)

где В вектор магнитной индукции, Н вектор напряженности магнит­
ного поля. В вакууме векторы В и Н связаны соотношением В \\Ji, 
а в магнитном материале соотношением В - -i .'И), где М—век­
тор намагниченности.

Обозначая через / магнитную восприимчивость, a |^ = (7. 1) —
относительную магнитную проницаемость, в случае магнитного мате­
риала с линейной характеристикой имеем

М = Z Н ИЛИ В = РоР, Н (1.4)

В этих обозначениях полная массовая сила F и полный массовый 
момент гп(тх, ту), действующие в среде объемом V, определяются 
выражениями [15]

F = [ [JxB0 + (M grad)B։|dr 

Г

т = \ г'/ [J Яо-f (Al grad)/?0]-НИ X d/ 
V

Опираясь на те же соображения, что и в работе [15], будем счи­
тать, что влияние токов проводимости пренебрежимо мало. Тогда, 
учитывая также, что Вй — const, пренебрегаем силой F, а для момен­
та получаем упрощенное выражение

л
m- (1.5)

-л

Магнитное поле и перемещения на деформированной поверхности 
1՛ должны удовлетворять общим граничным условиям
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(5<'»֊Я^)л = 0 (1.6)

(Я<0֊//«))Хл = 0

где //—нормаль к деформированной поверхности Г, индекс г обозна­
чает принадлежность к внутренней области (пространство, занимае­
мое пластинкой), индекс е—к внешней области (пространство вне плас­
тинки).

2. Преобразуем основные уравнения задачи (1.1), (1.3), выраже­
ние для момента (1.5) и граничные условия (1.6) к удобному виду. С 
ЭТОЙ целью напряженность магнитного поля представим н виде

H = Ho + h (2.1)

где //0 напряженност։» магнитного поля до деформации. Л добавоч­
ная напряженность магнитного поля, обусловленная деформацией 
пластинки. Согласно формуле (1.4) имеем

= —• //<!'•= (2.2)
1*0

Вводя потенциальную функцию z посредством

h = grad ? (2.3)

удовлетворим первому уравнению системы (1.3), а из второго урав­
нения получим

ГЧ = О или 7։?(О = 0, Г*ф">=0 (2-4)

Из (1.5), используя (2.1) и (2.3), для компонент изгибающих мо­
ментов магнитного происхождения найдем

л л
И т, = X В„ ( А»> Л = X В„ у

-Л —Л
(2-5)

л<;»^=/2?0 С
V* оу-л

Представляя усилия посредством функции напряжения Ф (х, у, I) 
следующим образом

т <>’Ф - о*Ф е>’Ф
Оу՛ Ох2 Ох Оу

в пренебрегая тангенциальными составляющими силы инерции, тож­
дественно удовлетворим первым двум уравнениям системы (1.1). Па 
основании (2.5), уравнения неразрывности деформаций и выражений 
для изгибающих моментов получим следующую систему дифференциаль­
ных уравнений устойчивости пластинки:



22 Г Е. Багдйсзря», М В. Бслубс-кян
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?4Ф 2£Л д^ш О'՝-а*
дх'2 ду-

= 0

При преобразовании граничных условий (1.6) учитывается, что 
согласно гипотезе Кирхгофа нормаль к поверхности Г совпадает с 
нормалью срединной поверхности пластинки 2 - ад (х, у, I) и опреде­
ляется формулой

п = 1 +
X дх

֊) + ' ды 2 
х ду ■՛

“• / дш 1 , 
\дх ։ +

()ги *.
V7 и
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/
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условия (1.6) запишутся в виде
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Нетрудно заметить, что последнее условие является следствием вто­
рого и третьего условий. Таким образом, задача сводится к совмест­
ному решению нелинейных систем уравнений (2.4), (2.6) с нелинейны’ 
ми граничными условиями (2.7). В случае пластинки конечных разме­
ров необходимо учитывать также граничные условия на торцах.

3. Решению нелинейной задачи, как обычно, должен предшество­
вать анализ соответствующей линейной задачи, тем более, что линей­
ная задача содержит те же специфичные особенности, связанные с 
учетом влияния магнитного поля.

Предполагая возмущения Л и и малыми и пренебрегая их квад­
ратами и произведениями, получим линейные уравнения задачи

п , । о г ^2и' । г» I ды 'Ч>- / . ,, ды \ ,£>74ш4-2рЛ—-4-2рЛе-— и--------\
д& д( ах \ (д дх /
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.՛■

г’/-В0
^2?(Л 

~д^ (3.1)

?2?(0= 0. ?8 <?<•') = 0

с соответствующими линейными граничными условиями

>t = д<^ 
dz dz

_B^_ 
dx |topr

dw
Ох дх

dw t
O

S

dw
Ox

dw

при z — ± Л (3-2)

oy № dy ду Ио

Решения системы 
представихм в виде

W (х, 1/,

?(П(х, У> г

уравнений (3.1) в случае бесконечной пластин-

, /) == A sin —sin ( Qt--------)
Ху \ Хх /

, t) = f(z) sin —— sin ('.it ——
AV \ Z.v /

(3.3)

?'՝е}(х, у, г, 0 = Л (z)sin
Ay

■ sin ~x \ ,-- ;----  | При z}>h

©w (х, у, z, 0 = (z) sin -1^—
X>.

sin (tit- r'x \ - I— J при z ֊ Л

где 2 —частота колебаний, Хл, лу —длины полуволн в направлении х и 
у, А — амплитуда колебаний пластинки, а все функции от г являются 
неизвестными и подлежат определению.

Подставляя (3.3) в последние два уравнения системы (3.1), за­
метим. что все искомые, функции от г должны быть решением следу­
ющего уравнения:

г? (л2А2)
< (г) ֊ к^ (г) = 0, ** = — (3-4)

•V '"у

Найдя общее решение уравнения (3.4), удовлетворяя граничным усло­
виям (3.2) и условиям затухания возмущений на бесконечности, опре­
делим указанные неизвестные функции и, следовательно, потенциалы 
магнитного поля

•р(0 ХД> л и • ~У . /(>J ~х \ 7-Bochkz ----- — A ch kz sin — — sin ( ՝2t-----------) ----- ---------
J^oHr >y \ Xr / J*oM
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е Ш К)7 Во кЬ кк А 8!П —— 51П
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Здесь Д = |ч- яЬ кк 4- сЬ кк.

Подставляя выражения для ад из (3.3) и '/'• из (3.5) в первое 
уравнение системы (3.1)» для нахождения частоты ՛-՛ и скорости и 
флаттера получим уравнения

ц-’-а». к^кк =п
0 ИоМ рЛ

(3.6)

2р Л Е£> 4- 2 — ) - О
ах \ /

где 2{1 — Ок' ,(2р к) частота собственных колебаний пластины в ваку­
уме при отсутствии магнитного поля.

Из уравнений (3.6) найдем

ог (>2

“ 0 НоМ Р А
(3.7)

У;=У4[1 В՝-/В?о]

Здесь ( 1 —' г -0—критическая скорость флаттера
\ /■ ' 1С

гу> I' к 02в отсутствии магнитного поля, />;„ ------статическое кри-
X2 к $Ь кЬ

тическое значение магнитного поля в вакууме, при котором возмож­
на нетривиальная деформированная форма равновесия пластинки.

Формулы (3.7) показывают, что с увеличением напряжённости 
магнитного поля частота колебаний ферромагнитной пластинки умень­
шается и принимает значение нуль при Д;. = ( момент потери ус­
тойчивости). Возрастание напряженности магнитного поля уменьшает 
также критическую скорость флаттера. Кривая на фиг. 1 является 
дугой окружности и разделяет области устойчивости (внутри круга) 
и неустойчивости.

Соотношения (3.6) выведены для пластины бесконечной длины, в 
которой вдоль по потоку распространяются волны типа (3.3). В слу­
чае тонкой пластины конечных размеров формулы (3.5) должны, в 
основном, правильно описывать иоле внутри пластины. При этом не­
обходимо, как показано в работе [14], волновое число к выбрать, 
исходя из характерных особенностей данной конкретной задачи.
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Применим эти соображения 
пластинки, шарнирно-опертой по 
ся следующим образом:

к задаче флаттера ферромагнитной 
торцам. Уравнения задачи запишут-

дд<я. + 2;, л + 2р Л 4- У
др 01 ах \ 01 дх /

(3.8)
27- /3-; 8|| 

Л' = ------- \-------7~

Уравнение (3.8) совпадает с уравнением задачи флаттера конечной 
пластинки, сжатой по торцам равными усилиями V в отсутствии 
магнитного поля. Таким образом, воздействие поперечного магнитного 
поля эквивалентно действию усилий, сжимающих пластину по тор­
цам, а такая задача подробно исследована в работах [12, 17].

4. Исследование амплитуды флаттёрных колебаний требует ре­
шения нелинейной задачи. Для вы­
яснения характера изменения амп­
литуды в зависимости от магнит­
ного поля, рассмотрим задачу флат­
тера бесконечной пластинки с уче­
том одной лишь геометрической 
нелинейности в уравнениях движе­
ния. Кроме того, пренебрегая уси­
лиями в срединной поверхности в 
направлении, перпендикулярном к 
потоку, и заменяя усилие Гл своим 
средним значением, уравнения дви­
жения (2.6) преобразуем к виду

£)Л։и»
).

с д2ш "/Охи п , д2ы
ох- } \ дх ) 0/՜

о

(4.1)

+ Д₽х/^+4/_^\ + /Во
и \ о) дх / 3 I дх՝ оу 

где с- некоторый коэффициент жесткости, характеризующий сопро­
тивление уменьшению длины пластинки.

В итоге указанная нелинейная задача приводится к рассмотренной 
в предыдущем пункте задаче (3.1), (3.2) заменой первого уравнения 
системы (3.1) уравнением (4.1). Заметим также, что решение (3.3) и 
в случае этой нелинейной задачи является точным решением.
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Подставляя (3.3) п (4.1) и используя выражение из (3.5), 
нахождения амплитуды Л и частоты 2 получим уравнения

(4;

Из (4.2) найдем формулу, определяющую амплитуду 
колебаний

флаттерных

2_| _У։_ 
л՝1 у;

Я»-֊1
2. \ 2Л / I рА

Как и следовало ожидать, наличие поперечного магнитного поля 
увеличивает амплитуду установившихся флаттерных колебаний.

При наличии наклонного магнитного поля задача намного ослож 
няется, так как при этом необходимо учитывать также силы, обуслов 
ленные токами проводимости в пластинке.
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THE FERROMAGNETIC PLATE STABILITY IN A GAS FLOW 
IN THE PRESENCE OF A MAGNETIC FIELD

G. E. BAGDASARIAN. M. V. BELUBEKIAN

S u m m a г у

The ferromagnetic plate stability problem in a uniform transversal 
magnetic field where the plate is flown-pdst by a supersonic noncondu­
cting gas flow is considered.

The ferromagnetic plate oscillation frequency is shown to decrease 
with the magnetic field strength increasing and to reach zero for a 
certain critical strength value (stability loss moment). An increase in 
I he magnetic field strength decreases the flatter critical velocity as 
well and increases the steady flatter oscillation amplitude.
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