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РАВНОМЕРНО РАСТЯНУТАЯ КРУГЛАЯ ПЛАСТИНКА 
С РАДИАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ

Рассматривается плоская задача теории упругости для круговой 
области, ограниченной окружностью Лг, ослабленной радиальным раз
резом L.,, середина которого, в общем случае, не совпадав! с центром 
круга. Предполагается, что по внешнему контуру действуют равномер
но-распределенные нормальные напряжения интенсивности Р (фиг. 1), 
а кромки разреза свободны от внешних напряжений.

Для решения задачи применяется метод Д. И. Шермана. Реше
ние сводится к бесконечным системам линейных алгебраических урав
нений. Доказывается квази-вполне регулярность этих бесконечных 
систем.

Приведен численный пример.
1. Как известно 11 ], решение плоской задачи теории упругости 

для произвольной двусвязной области, ограниченной извне конту
ром £։, а изнутри контуром когда по внешнему контуру действу
ют равно^рно-распределеиныс напряжения Р„ а внутренний контур сво
боден от напряжений, сводится к определению голоморфных в рассмат
риваемой области функций «։ (г) и '^(г) при следующих граничных 
условиях:
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(0 + 'М0 = Л֊ЬС на Л (1.1)

?1(0 I <МО + ъ(О = 0 на (1-2)

Здесь С постоянная, подлежащая определению.
В данной задаче Л. представляет окружность радиуса R, а Л.,— 

трещина длиной 2а, середина которой находится на расстоянии е от 
центра круга. Расположение осей х и у показано на фиг. 1. Пользу
ясь методом Д. И. Шермана [2], на круговом контуре введем вспо
могательную неизвестную функцию •՛>(/) по условию

«)-'Мо’=2֊"(о »а £։ п-3)

Для установления формул перехода от функции »>(/) к функциям 
?։(г) и -Дд), сложив (1.1) и (1.3), получим

Введем, далее, функцию ? (г), голоморфную вне У...

?։(*) Ьт . |

изнутри I

(/) (Н Р/ т- С .. 1 ;
-------------------------------= — Пт ----------1 (֊г 2 2’/

, извне ЛI

и> (/) <7/
1 ^_2 (1.4)

?։и- 1 (՛ <՛) (/) <7/ Р- -֊ С ________ ,ГсXи=0ем ы1

**- и 
04

<?(х) =
1 Г ^ (/)<// ол ,

(1.5)

Ы 3 / -2

Из (1.4) видно, что предельные значения функции 7(2) извне и 
изнутри па контуре 7,, совпадают, следовательно, ՛■>(?) голоморфна 
всюду вне £».

Из (1.1) и (1.3) имеем

МО -г Нт
__1__  Г <՛> И) • / (/)
2-/ 3

1 Г и» (0 4- /»/ (/) 
2к/ .) / - д (1.6)

Аналогичным образом вводим голоморфную вне функцию /(г)

?(*)

, , , 1 С «• (/) 4- (/) С .
л^^~2г.՝г\ - —у в։|Утри

(1.7)

-2^г1 — —- л пне л‘
£,
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Функцию ՛• (0 на окружности радиуса R будем искать в виде 

• / к ~ / р *
«м=«,+ 2 »44) + з Мт) (1-8)

\ к / X ։ !

где а< и 6л действительные числа.
Учитывая (1.8), из (1.5) и (1.7) получим

, . . . Д / г \к Рг+ С
? (г) = ?> (г) ֊ «о ֊ У, аН — )---------֊-----

Л=1 \ К /

;и = •>, (з)+г, + 2*<(4)‘ + 2*»* (тУ 2 - -т (1-9)

Примем я0 — 0, так как выбор >'п не влияет на граничные усло
вия (1.1) и (1.2).

Подставив (1.9) в граничное условие (1.2), получим 

ш — к *
?(о+/Ж+тйп л-с+2*44) 2“4т)

л-^1 \ R / л ։ ՛ л /

- '2ка“ +2։ 4°‘ (4՜)1 <1Л0)

Таким образом, определение функций ? (г) и у (з) сводится к
граничной задаче для односвязной области, представляющей внешность
контура £с. Для решения этой вспомогательной задачи будем рассма
тривать трещину как предельный случай эллипса. Отобразим внеш
ность эллипса на внешность единичной окружности посредством
ц и о н а л ь и о и функции

(1.11)г е

. а Ь а — Ь . . . ч
где А ~------------ • т--------- (о и Ь полуоси эллипса); при т 1

2 а -г и
эллипс обращается в трещину. Подставив (1.11) при в
(1.10), после несложных преобразований получим условие на окруж 
ности | И = 1: 

?*(=)
1 о2 4- т ■ , е
~ 7---------- ֊ 3) + тп---------т
з 1 т-~ .4(1---7773-)

.(3) П’о) /(=) (1.12)

где
?*(з) = ?[з(с)], ^*(з)= у [«(=)]

/(о) -Р -С 4-
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д / а- * '”2_ 1±2_
+ 3 -тг( 3 : Е’СМ"е‘-’ С„ ■■ т 1

к \ ' 7=0 п- •
к * 7 я—7 II- . .

4֊У=-' £ СИ"** " С«2 т 2 )- 
1 я — >

■ 3 4г 13-" З'сг-4'^ ла՜
к I К \-.=о я_.,

к к л''»
+ Зв ՝ 2’С^е‘֊»С,2 т - -

7—1 Л—7

Звездочка (здесь и в последующем) у символов внутренних 
сумм указывает, что индекс п принимает либо только четные значе
ния, либо только лишь нечетные значения.

Пользуясь известным методом И. И. Мусхелишвили решения 
плоской задачи для бесконечной плоскости с эллиптическим отверсти
ем. получим выражения для функций с-’՛ (С) и ՛!»* (С), голоморфных вне 
единичной окружности |ч| — 1:

(С) = - РАт^г +

, к к я-Ь “+7
+ 3-^-3՜՝ 2‘СИ”е‘-"С„2 т 2

*=1 К 7-1 я=,

« а л л «■»
-3-Л-2’ 3’СИ”<-1 "С„2 т 2

к 1 Л 7=1 а-7

* * 2 к՜2 п ' ,|՜'
ь.ЗтгтЗ ' З’с; ' 2С՛ 2 -

л-3 л 7-1 п=»

* 4—1 А- 1 л֊ ’ у
еЗ-5гЗс՜’ З'с;. " >с/ т ■'
л-2 К ,-1
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4^2 •^-2'с2-֊л”е41 " с«2 
' С У п

- ка А՜’ 522
-^"-2^2՜- т 2 -

* ка *՜’ *-1 122
л2^г-2;- '2'Q-.^‘ ' - с՞2 2к—?. A ՝=֊.՛> ?|_v

(1.13)

— ® (’) 
т

?* (С) =
А (?֊ т)

?' (’)“

РА^-+ У 2 S’CjA»«*֊" С,2 т г ֊С *3 ", "
к к Л՛• п ' 1

֊2֊г2< 2'с;л"е‘ ’С/ т 2 +
А=1 * >-! л->

k 2 А -2 122 112
+ 2^2’ 2‘сг ■ 2С/ т 2

д«а к ■ 1 л--.

- ka * ’ * 1 5±_
-е2-зг-2՜ 2Q ” 'с’; - 2 -

к ^2 К .-I л V

Л ՝ ka к * - —
֊֊2 хА"ек п т‘

- ка * 1 * ։ — 112.
Л2 -57-2 - ’ 2‘Q 1Л"е* " 'с-՜ т 2

« ka к > а ։ 2LL 122_
■4т2-Бг2՜- 1 S’Q ,Л”е‘ " ։С„- т ■' (1.14)

° ,=у п=->

Постоянная С определяется из граничного условия (1.12)

С = Ре + У У'С;Л"е* " сТт~- 
ni. ZJ ч 

к 1 л п-0

а * -֊ —
- V _Д_ у CJAV' "■ С- т ■ + 

к 1 л-О

’ ка л՜2 — ~
+ S -^֊2’C; jA"«*-" ’С,,2 т:

к- -2 К "л-0
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" ка кЛ - —
1Л"«‘ ' ”С"

Л=1 я=0

- ки *-* 2-1. —
_.4 V֊֊- V С; .А-е* 1 С.7 т '

~ Го

- [<а .ч ։ п ՛1 «-1
-Ат ^-֊^’4' * пС.Г т 2

М * Г“։
(1.15)

Для перехода от эллиптического отверстия к трещине убедимся, 
что представления (1.13), (1.14) для голоморфных функций ?*’(-) и 
'Ь*С՜,) справедливы и для предельного случая лп = 1. Подставив зна
чения (1.13), (1.14) и (1-15) в граничное условие (1.12) и устремив т 
к единице, убеждаемся, что при т 1 условие (1.12) удовлетворяется 
тождественно.

Из (1.13) при т = 1 после некоторых преобразований получим

о
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2. 11олученные представления функций (С) и ф* (С) содержат 
неизвестные коэффициенты ак и 6ДЛ для определения которых обра
тимся к уравнениям, вытекающим из (1.1), (1.3) и (1.9)

МО = —«»(/) — М»'(0 - (24)

■ь (0 = ■? (О ֊ 2 (֊■) - 2 * «.(У 2 ֊ -֊- (2.2)

Р/ I с
?1(0 = М<) + —■ (2.3}

* / > \ * Р/ -4- сЬ (0 = ? (О 4- 2 а4 (—) 4 (2.4)
д - ։ / 2

откуда, с учетом представления ч>(/) по (1.8), получим

“ /Я\* я . 5=, ,, /Я\*+2
?<0 = 2«։-) а, — +2«4—) (2.5)

к ։ X ։ / ։ А-1 X ' /
* / R \кт(0=2 4*(-֊) (2.6)

X Г /

В (1.16) и (1.17) заменим : на г согласно (1.11) по формуле

z=^^г+ \ 12А | \ 2А )

в которой, бесконечно удаленной точке плоскости г соответствует 
бесконечно удаленная точка плоскости

Подставляя (2.7) в выражение (1.17), устремив г к граничной 
точке контура Ц и учитывая, что
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подучим 
?(0 = т(0֊/?'(0 (2.8)

Исключив 0 (/) из (2.8) и (2.5), с учетом (2.6), получим следую

щее уравнение на А.г:

/ Р \2 ~ / Р \* Р
ЗМ-) 2М* + 1)(֊֊) 2^— (2.9)

\ / / \ / / (

Отсюда следует, что

«1 ֊■■■ — 6,

а2 = 36։

ак = (А — 2) Ьь-2 (&4-1)6* при£>3 (2.10)

Подставляя (2.7) в (1.16) и устремив 2 к границе контура Л։. 
после некоторых преобразований получим

?(0 = 2в,(±у'у 1И.. «се_яе»+2 5и *(2л1)

у«,1 \ а ' /-о 1- я=о х—։
где

В} = - РА 4֊ Д,

В. = АУ при V > 2

Л°=2 (-D"Q 
л~й

F; У( при i 1
• я=о \ 2 2 2 /

Покажем, что /՝ ! равны нулю. Для этого рассмотрим выражение

d‘ ___ dl ՛ __
„)’= —-V( 1)Л(| иУС^ 

du' du‘ ".

правая часть которого для / ՛* 1 при 1 и ~ 1 и ՝• — 1, 2--- сов
падает со значениями коэффициентов /■'՛, а левая часть равна нулю:
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отсюда очевидно, что /•’ 0. Поэтому выражение (2.11) примет вид

? (/) = у 5x7֊* 
л-։

(2.12)

Из (2.6) и (2.12) получим уравнение, из которого, приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях I, получим бесконечную сис
тему линейных алгебраических уравнений

к
бх= 5 . а = 1,2 • • • (2-13)

где

л
1

V К?

т- О

ек Чт аЪп

R*-' л-
(2-14)

1 2т
</х- = РА ~ V

R гл—(>
С:.”1

(2.15)

(у+т)!2”

п- 1
1) 2 С”п" л4֊1\

3. Решение задачи сводится к определению неизвестных коэффи
циентов ал. и Ьк из бесконечных систем (2.10), (1.18) и (2.13). Под
ставляя значения (2.10) в (1.18), получим

/1=2 2 Ьк 2 Ьк +
к---' к^> 12

(3.1)

+ 2 2 2 ։«**
к-- I I Х.-»+-2

Докажем регулярность систем (3.1) и (2.13) [3].
Обозначим через С\ коэффициент при неизвестном ■•’-той стро

ки системы.
‘Гак как коэффициенты я* к, я’2д| а’/,., а’’’ к, а** и ■/'՛ к разных 

знаков, то из (.3.1) получим

31С*.|<21<Л- 2КМ+ 2 ВД + 
11 *--+2

+ 2 + 21«м + 2 (3.2)
к-. 11 к 1 4-уЧ-2
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Согласно (1.19) имеем

Переставив здесь порядок суммирования, получим

после некоторых преобразований получим

А3 Р 
(Я-е)*|

(V 4-2/)!

/!(у — /)!
(3.3)

Аналогичным путем найдем

А3 V (2/ >4-2)! 
(А? — е)2 /! (/ Н>)!

А3 1 (?,։ 4- у 4- 2)! 

(А—е)г (>-|-/)!/!

А- 1 (2/4-у 4֊ 2)!
(А е)2 /! (/ -| у)!

А- I' (2/4- > Н)!
(А—е)'*՜ I /! (/ у 1)!

V Н । < 2 / Л У яп'А* V л' Г(2/ "4 3)!
Х е)< (А'-е)Ч /!(/4 у 1)! (3.4)

Из (3.2), с учетом (3.3) и (3.4), получим

-£-) 7). 
А-е/

(3.5)
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•тде

/Х=—у
R е— г=д»

Ла

(R е)2
(27 у)!

/!(/ у)! 2

_2£1_у 
^У^

А2 • (2/4 >4-1)!
(R е)2 /!(/֊! у)! 2՝

, 2А>3 V Г (2< * 2>! _
(А е)3 — (R е)-| (у /М/!2

l2R^e у I А2 • (2/4-у 2)£
’ (R- е)*2л|(Я е)2 <!(74֊>)!^

2А- у 
(А’-е)2^

А՝ V (27-г у 1)!
(Я-е)= | /!(7->-1)!2֊

, М"А- у А- I' (2/4-> • 3)!
(/? е)’ | /!(/4-у4-3)!2 (3.6)

Легко показать, что (при у 1, 2,•••), где

у| А2 • (27-1)!
А-е^|(/?-е)2 7!(74-1)!2

R֊ у А- 1' (274-2)! .
еУ^ (^" еУ 1 /!(/4-1)!

—R'___у А2 I' (27 4-3)! __
{R֊e}л^ (R-е)=| (14-7)!/!

__^2£_У А'՜ Г (2/4-3)!
(R су2^ (К-е)2 | /!(/4 1)!

1 Я2 У[ А՝՝ Г (2^4-3)!
(R֊eУ^ (R-eУ I /!(/ | 1)!2

А՞^2 у А- Р (27-Ь 4)!
■4 (А_гу«^ (7?-е)’| /!(7 4֊2)!

является ограниченной величиной сверху при
е

. Это уело-
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вне соответствует постановке задачи. Следовательно, (3.5) можем за
менить неравенством

(3.7)

откуда видно, что сумма модулей коэффициентов при неизвестных 6* 
стремится к нулю при стремлении * к бесконечности. Из системы (2.13) 
с учетом (2.14) и того, что К'т'^>Кп', имеем

Обозначим через

2(л !)!!(*- п)!
(3.11)

Из (3.9) имеем

Л?= 2’ </’ 
л-1

(3.12)

При конечных ч величина (Г- ограничена. Покажем, что сГ' огра

ничена также при п конечном и •*, стремящемся к бесконечности. 11о- 
лагая, что имеем

1 . п — 2
2(>։ -| к֊֊п Г) (3.13)

Устремляя ч к бесконечности при фиксированном из (3.13) по
лучаем бесконечное произведение, сходимость которого вытекает из 
сходимости соответствующего логарифмического ряда.

Если п стремится к ՝• при ч> стремящемся к бесконечности, то 
выражение (3.11) стремится к нулю. Обозначая максимальное значё-
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нис с/'՛ через с/*, из (3.12) имеем

Обозначая через ; наибольшее из а и — •
R R 

(3.10), имеем

(3.14)

учитывая (3.14) и

стремящемся к бесконечности,

(3.15)

При правая часть

неравенства (3.15) стремится к нулю. Аналогично можно показать,
что свободный член системы (2.13) также стремится к нулю при
тех же условиях.

Таким образом, квази-вполне регулярность систем (2.13) и (3.1) 
а 1 е . 1

при — < — и - - < — доказана.
R 2 R 2

4. Приведем результаты численного примера для случая, когда 
эксцентриситет е 0.3 R, а длина трещины 2а = 0.4 R. Решая укоро
ченную систему (2.13), получаем

0.10746 РА. Ь2 0.03226 РА. 63 - 0.01075 РА

— 0.00387 РА, Ь, - 0.00147 РА (4.1)

Коэффициенты а* определяются по выражениям (2.10).
На фиг. 2 приведены эпюры тангенциальных нормальных напря

жений по внешнему круговому контуру и по кромке трещины, соот
ветственно определяемых по формулам:

4 ”
з« Р —V; [п4соз в (к — 1) Ьлсоз^(к 1)]

I
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— — ... ■ . . _=  ■ I *<■ - , А д .1 . 2 — —-Т!

Для оценки приближенного решения (4.1) подсчитаны радиальные 
нормальные напряжения =, на внешнем контуре и последние сравнены 

с, — р
с заданной величиной Р. Погрешность А = ———- 100'*вычислен

ная в точках контура не превышает 3՛'•՛„.

Нормальные напряжения о.։ и оу п окрестности концов трещины 
в зависимости от величины $ = |Х — (е ± а)| ($• расстояние рассмат
риваемой точки до концов трещины) могут быть представлены 8 виде

֊^= + ^(0), Зу= ֊2=4-а. (0)
I 5 I 5

(4.2)

где 6Д0) и 6\(0) при х = е < а—ограниченные величины, причем

I 4Р 1֊֊*
АР при х е -р а 

(4.3)
при х е — а

где А имеет представление (1.18).
Величина № для рассматриваемого примера равна

। 1.069 Р | А при х = е [- и

1.065 Р । А при х - е а

В заключение отметим, что используя полученные выше резуль
таты, очевидно, можно получить решение для случая, когда внешний

5 Известим АН Арм.ССР, Механика, № 2
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контур свободен от нагрузки, а по краю трещины действует равно
мерно распределенное давление. Коэффициент концентрации для это
го случая совпадает с (4.3), причем как выражение для напряжений, 
так и коэффициент концентрации для этого случая для ограниченных 
а и е при А’, стремящемся к бесконечности, совпадают с соответ
ствующими величинами, найденными в работе [1].

Ереилнскин политехнический институт 
им. К. Меркса

Поступила 5 XI 1970

II. II. iUPWBUX, Ռ. Լ. ԷՆ5.ԻԱՋՅԱՆ

ՏՈԱ1րԱԴԾԱ31’Ն Ճ1/ԼՔՈՎ ԿԼՈՐ II ԱԼԻ ՀՍ.ՎԱ11ԱՐԱ9Ս.Փ 
•»‘ini'iri;

U. tf փ ո փ ո է ։1

Դիտարկէք nt if Լ տ աււձդականո tfj յ ան տես ntրյան հարթ իէնդիր շրջան ային 
ut իրռւյթի համարէ Տիրւէւյթր սահմանափտկվտծ /, Լյ շրջտնաւքծււվ և թո>/արվաձ 
Լ Լ2 յաոավղային կտրված բուք, որի tf իջն tu կե in ր րնդհանուր դե պ put if շի համ֊ 
րնկնէէէմ շրջանի // ե ն ա ր n ն ի ‘.Lun Ենքք ադրվ nt if Լ, որ արէոաբին պ “>րադձով ադ 
դամ են Հավասարաշափ բաշքսված նորմւպ (տրամներ P իՆաենսիվաք1յամր 
(նկ. 1 ), իսկ կտրվածրի եդրերր ադէՈտ են արաա րին (inրա մն երիր ։

հնդրի լուծ ման համար օդաադործվում Է Դ. /'. Շերմանի մեթոդրւ (ntAttt- 

ifր րերվում Լ Հանրահաշվսւկտն գծալին հ ավէււ սա/ini մն երի ան>1երշ n ի ստեւէն ե՝ 
րիւ Ապարադվամ Լ այդ անվերջ ս ի ս տ ե էքն ե ր ի րվ ա դ ի - / fut կ՝ին ււե tfttt լյա ր n t ft յււ ւ- 
նրւ

Օերւքւսծ Լ ft վային օրինակ;

A UNIFORMLY LOADED CIRCULAR DISC WEAKENED 
BY RADIAL CRACKS

S. S. ZARGARIAN, R. L ENF1AJIAN

S u m m a r y

The effect of cracks on the distribution of stresses inside an ela
stic isotropic disc unifonnaly loaded is considered.

The method of analytical continuation of complex potentials, pro
posed by D. I. Sherman, is used to solve the plane stress-strain prob
lem of the theory of elasticity.

The problem is reduced to quasi-regular infinite systems of two 
linear algebric equations.
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