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В работе рассматривается задача о распространении упругих 
волн в анизотропном полупространстве при наличии магнитного поля.

Предполагается, что упругое полупространство является идеаль
ным проводником, а внешнее магнитное поле постоянно и параллельно 
плоскости, ограничивающей иолу пространство.

Получены формулы для перемещений и скоростей распространения 
упругих волн, зависящих от напряженности внешнего магнитного поля.

В частности, рассмотрена задача ортотропного полупростран
ства, когда главные направления упругости полупространства состав
ляют определенный угол с вектором напряженности внешнего маг
нитного поля.

Для вышеуказанных величин построены графики в зависимости 
от ориентации главных направлений упругости и от величины напря
женности внешнего магнитного поля.

Аналогичная задача для изотропного полупространства рассмо
трена в работе [1].

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения. Введем прямо
угольную систему координат охуг, совмещая координатную плоскость 
хоу с плоскостью, ограничивающей полупространство, а ось ох — с 
направлением вектора внешнего магнитного поля. Вакуум, гранича
щий со средой, будем рассматривать в 
координатной системе охуг- (фиг. 1).

Для решения задачи примем сле
дующие основные предположения:

1) на поверхности полупространства 
действует йЬрмальное давление, которое 
зависит только от времени Р — Р {();

2) полупространство рассматри
вается как идеальный проводник;

3) в полупространстве, граничащем 
со средой, принимаются уравнения Макс
велла для вакуума;

4) возмущения принимаются малыми, вследствие чего исполь
зуются линеаризированные уравнения теории упругости в электроди
намики;

5)Н։ = Я3 = 0, /Д = А/;
6) токи смещения пренебрсгаются.
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11ри этих предположениях для рассматриваемой задачи полу
чаются следующие основные уравнения [1, 2].

Уравнения магнитоупругости среды:

rot А = 
с

• 1 dh
rot Е -- --------------

с dt

£ + -(7X^ = 0 
с \dt /

dt- dxk с

(7-1, 2,3)

(1.1)

где Л и Е векторы напряженности индуцированного магнитного н 

электрического полей, 7? — вектор индукции внешнего магнитного по- 
-* .*

ля, Ь вектор индукции индуцированного магнитного поля, / — век
тор плотности индуцированного тока в среде, щ—компоненты пере
мещений, "д,- компоненты тензора напряжений, '/ плотность мате-
риала среды, с скорость света.

Уравнения электродинамики в вакууме

rot А' =
1 дЁ‘

с dt
(1.2)

rot£* = -
1 dh՝

с dt

где А' и А” векторы напряженности индуцированного магнитного и 
электрического полей в вакууме.

Принимая линейный закон намагничивания В — ТА/, А = ТА, урав
нения (1.1) можно записать в виде



Распространение упругих волн в аиизогропном полупространстве 39

о’«,- dzik ,  =------- 1- 
д(2-----дхк тРхтр); (/ 1,2. 3)

где Т (pffc) симметричный тензор магнитной проницаемости среды.
Система уравнений (1.3) после некоторых преобразований при

водится к виду

/» = Т ’ rot (а X Т/7 ) 

с \dt /

₽^- = Т^ + г >о։|Т-|го։(вХТЯ)]}ХТЯ 
от2 Ох/*

(1.4)

(/= 1,2,3)

I . m —1 mгде 1 матрица, обратная I.
Учитывая, что щ = и{(г, t), 

ные соотношения для сплошной 
имеем

и используя геометрические линей- 
среды, из обобщенного закона Гука

’ll — -416
dz

. du3 
"^гНЛ’3т;

^ = Ли-^+Аи-֊։ аА“ dz dz ‘3 dz

=н=А,Л‘+лЛ'+л,^
dz dz dz

3_._ = д..^. 4- А..—? -1 А..^
J 1J dz ' *՝ dz ՝ 34 dz

3 -^i-A + Л
•'is ^65 ■л։45 . “ -^36

dz az dz

- - 4 duX A °"! , A du3
-'12՜՜ /45ii . л4б г /4S0

dz dz dz

(1.5)

где А{) — упругие постоянные материала среды.
Подставляя (1.5) в (1.4), получим следующую, систему диффе

ренциальных уравнений движения среды:

d՝uk
at ь-----
dz

(1.6)

(/• = 1. 2. 3) 
где
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ап«—(Аг. <»Н?Л11 ?

«:з — [Л45 4֊

а13 ~ (А и,1Нл (?п^л '1' '112^г.:)]

а^ = —[Аз 1-«Ф13Ь] 
о

“зз = — (А» ֊ <'>1Чз (!1гЛ12 ։нЛи) I

алз [Аз 1՜ 01 {'Чз (Нп^зз 4՜ Нчг^зз) 4՜ !1л (11п^'и 1‘гЛп)Ч 
₽

«V - а,ъ кц =■ к», ш = —— 
4г |Т|

здесь 7 ( детерминант матрицы 'Г, а к1} являются «алгебраическими 
дополнениями элементов матрицы Т.

Уравнения для вакуума можно записать в виде

дЧГ __ 2 д*К 
д(- С дг\ (1.7)

Таким образом, задача приводится к совместному решению уравне
ний (1.6) для среды, (1.7) для вакуума со следующими граничными 
условиями, заданными на поверхности г = г, =0 (1, 3|:

Ззл ՝! 7з*— 7з* = -6зл7:’(/), £ = 1,2,3

Лз = ЬзЛ1 + ։1езАг 4 Елз^з = 0

£, Е\=^1Ь,Н (к8)

С

£г -£2 = --^-(м֊1)/7 
с

где 74 и 74 — тензоры Максвелла в среде и в вакууме соответ
ственно.

Компоненты тензоров 74 и 77* после линеаризации определяются 
следующим образом (учитывается, что до деформации поверхностный 

ток отсутствует, и поэтому Н\ — Н՝ — Н (3|):



Распространение упругих волн ц анизотропном ролупространстве 41

Л1~ .
4՜

Г Н / 7з2= — l‘։2«.
4г

Лз~ . 4 1*։2^г]
4-

(1.9)

т- Н С
Т“1Ьэ«։
4՜

Т Н Г
7 32= Нз^2

4п

Т - Н А- 
/зз—--------- А|

4՜

Из (1.4) для
• •

компонентов вектора /г получается

/h =
J7'|

, Ои. . ди2

Oz dz
(Мп 4- р։г^г)

/»2 =
11_

1Л
, ди, . дип

. ՛ !lI3^22
dz dz

({*1Лг4- Нз^гг)
Оиу 
дг

(1.10)

/»Л =
А 
। т

, ди. . ди.,
дг дг

(!tMJ^i3 ՛։ 1*12^23) du. 
дг

Подставляя (1.9), (1.10) в (1.8) и учитывая второе уравнение 
системы (1.4), граничные условия можно представить в виде

о ди. „ ди,. Он, _ II
^п~Г՜ • А12 — : А։з — , ■ i.v1)

дг дг дг 4*р

с ди. । г, ди., D ди3 Н ..
dz dz dz 4-р

я։1 г>и'- + /?а.— + - ֊ — л;֊ — P(t)
dz dz dz 4яр р

dh\ ди. д‘2и.

Oh՝., д‘и., д~и3

dzx dt‘ ** di-

(1.И)

(1.12)

где
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— (As 4՜ ։1>!’ч11Чз^։з) 
Р

/?1з = — (As +
Р

^1з - ~[As ,։t։u (14 Аз ՛ !4г^2з)1 
Р

^21= (As " e*!4jHj3^u) 
Р

^22= — (At ‘'ТиНЛз) 
р

= -1- (At — (Н1Лз Ь (ЧАйЯ 

р

Ai=~ (Ао т и։14з (Ihi^ii + 
е

^32~ (Ач 1и1’чз ('4։^12 14։£й)1
Р

Aj=— [Аз՜"'1 (H?Ai + 2НиМг.* 4- Н?-Л2г)] 
Р

ги — . 1ь։з՛ г12 — '‘л — 7 54з> ггз —
с* с- с՝

§ 2. Решение системы уравнении. Систему уравнений (1.6) и 
граничные условия (1.11) представим в векторно-матричной форме

д^и . дги 
----- = А — 
di* <>z-

(2.1)

R— = С dz при z = zL — О (2.2)

где

(2.3) 

Так как матрица А симметрична, то ее можно представить в
виде [4| А - BDB՛՛, где В - (6,у) — ортогональная матрица, В' транс- 
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новированная матрица матрицы В, О ֊ диагональная матрица. Эле
менты матрицы /9 являются собственными значениями матрицы А и 
вычисляются посредством следующих формул [5]:

2

1 3
с • / 2 >Л бш ( а 4------ '

\ 3 ./
5։

).с = 2 
|/3՜

Уят а 4՜ 1՜ *4 (2.4)

Хз =
о

ГТ
. . / 4 \

- О51П а !---- '
\ з / 7 -Ь'1, (-1 А2 > а

где

/. = 5,5։֊^5-< 35,

= «и 4՜ а22 4՜ а33

5. = ап а*2 4- я:? а33 4- а„ а33 - а]3 — а|3

5_, -- ап а5л аз;։ 4֊ 2а1С а13 о;;з (гззиу>

Вводя векторную функцию г> = «ц, и3 , связанную с и соотношением 
••
и= Нг՝, приведем систему (2.1) к диагональному виду. Тогда задача 
сводится к решению следующей системы:

О~Г __1)^г>
д/՜ аг'

(Л* .. 
— = 6 —— 01֊ Ог\

ч. граничными условиями

н
Ог

! -о (4 = 1,2)

(2.5)

(2.6)
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£ = <л։) = (/гв)‘
du = rt}bh {- гаЬу

(k = 1,2; Z= 1.2,3)

Решение системы (2.5) ищем в виде

v, Ф,(х ait), (i = 1, 2, 3)

/< = 4\(z, - ct), (Z= 1. 2)

где aj = >r, (Z = 1. 2, 3).

Подставляя (2.7) в граничные условия (2.6), получим

ф;(-О//) Д.>>ч-,( со + Lnv,(-Ci)
4n? 4rp

з ’ (28)

(֊ Ct) +2 (- а, /) = 0
r-j

Дифференцируя первое уравнение системы (2.8) и подставляя резуль
тат во второе уравнение, после интегрирования получим

Ч’,(-С0 = С^Pit) t А,. » = 1,2 (2.9)

где .4,-— постоянные интегрирования,

А։ = С։ (1 + В.) - СЛ։

Д:= С2(1 + .4։)-СгД.

△ = (1 ь.4։)(и-а)֊и

С На! (^./з)

/-1 4=?'

В* =2 </д 
»^1 '' '

с*

«• = 1.2)

Для определения постоянных интегрирования используем начальные 
условия. Предполагая Р(0) 0 (при птом все остальные возмущений

в момент / — 0 будут равняться нулю), получим .4,- 0, поэтому из
(2.9) будем иметь
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ч՛;(—<֊■#) — с ~ Р(1), (/=1,2,3) (2.10)
△

Отсюда для компонентов вектора напряженности индуцированного 
магнитного поля в вакууме получаем следующие выражения:

A;.(zp t) = с±- Р (t —
А \ с /

(2.11)

Подставляя (2.9) в первое уравнение системы (2.8), для неиз
вестных функций Ф,-, после удовлетворения начальных условий, по
лучим

с//(р13Дд ^':?) А1 ՛ Ьн (9 19)
Ф,- (г — и,-1) —

где

R/ (г а,- (2.13)

и

Далее, согласно (2.7) и (2.12), для перемещений н, (2, () получим сле
дующие выражения:

з
0=3 ь1к 

fe-I

cH{(\^3Ln — Lk-s) A։ -r- j*w/-3aA։}
Rk (2֊Ы)(2.14)

Компоненты вектора напряженности индуцированного магнитного 
поля в среде вычисляются по формулам (1.10). На основании (1.4) 
для компонентов вектора напряженности индуцированного электри
ческого поля в среде имеем

с

( 0U-. dUy \

■ Е. - ——
С

/ ди3 диу \ ..

1 / ди, ди.-, \bdt “"й)

§ 3. Случаи ортотропною полупространства. Предположим, 
что полупространство ортотропное, причем главные направления уп
ругости составляют определенный угол 7 с направлением напряжен
ности внешнего магнитного поля. Если упругие постоянные относи
тельно главных направлений анизотропии обозначить А;р то упругие 
постоянные А;, в системе ох у г через выражаются известными фор
мулами преобразования [6]
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Ли =- Ли 5Н? * —(Л15 2 Л $5) 51П2 2? 4- Лдз СОБ4 ?

Л н = Л и СОЗ՜ Ф 4 ЛМ; 31ГГ ?

Л55 ~ — (Ли ֊г Лдз 2Л1з)з-1п'*2? 4՜ Л$5СО522^ (.3.1 >

ЛЛ5 — — 51П 2? [(Ли — Л։.ч — 2Л$ь)з'ш2 ? 4֊ (Л 13— Лзз4-2Лз5) 5։пгф

Для упрощения вычислений примем, что полупространство по отноше
нию к магнитным свойствам является изотропным, то есть и»к О 
при ;ча — н — 1 “ри I — к. В этом случае собственные значе
ния матрицы Л вычисляются по следующим формулам:

Юн + ааа) - I (ап а33)֊ + 4а^ 
, =------------------------------ --------------------------

2

(3.2)

(«и ; «э? Н । («и
3

2

а матрица В имеет вид

«1.Л

в-

О «Ъз । г ('з>

о0 1 (3.3)

(«п о

где г(>,) а~3 | (а։1 >-«)’, (/֊ 1, 2).

Если учтем вышесказанное, то из (2.14) для перемещений по
лучим

"1 =
бцбд^Дг- а,/) 6։з6д֊1/?1(г

№а.
«?)

4֊сЛ 4^

М. - О (3.4)

ед -
ау1)

—~н^- +

р«; +

6ж</? (г —«./) 
. . к/'а\

4~сК

где величины" 6а- определяются из (3.3), а,- — из (3.2). В, — из (2.13), 
а К из формулы
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(3-5)

Для иллюстрации приведем 
тыре случая комбинации упругих

числовой пример, рассматривая не
постоянных

Случаи Ё Е'з С»

! Е 2Е 0.5 £

П 2Е Е 0.5 £
ill Е ХОЕ 0.5 £

IV Ю£’ Е 0.5£

В этом случае согласно (3.2) для безразмерных скоростей распро
странения упругих волн получим

1-, — кг sin‘? т k.. cos1 у -j- (A-j 1֊ Л'.։) sin՜* 2т I I /7* У M (3.6)
4

.'W — /frsin4? r A.,cos1 о— 1 (A։ A.,) sin'՜ 2c— cos 4? -j- H*
4 

-г ’/•։ sin՜ 2?

'•з — У sin1 ? -{֊ cos1 ? -| — (1 -г A>) sin՝ 2c 4֊ A։ cos5 2? ֊{֊ H* k4 4՜ | M'
4

M'— k , sin* - -I cos1 c------— (1 • £,)sin32?- cos 4т -f
4

x1sin22cp

где

a? = a։ (0, 0)

Ex
Gy/ k.

M*."*) 24
А»

H* — — 
2֊E

^13 
— I 
p

Ез

Gn’

A3=A3(0, 0)

^ = -7T’ A'.
Ез Ё.х

2 4

Gyj

/j (kz sin2? — ^cos- ? -| 2cos2?)5

S = [(Ё — 2A-։)sin3? -i (2A, — 1) cos2?]’

причем для простоты вычислений принято vZ/ - 0.
На основании (3.6) ниже приведены таблицы и графики (фиг. 2, 3) 

аиисимости скоростей /.j (табл. 1) и /.у (табл. 2) от ? и Н.
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Таблица I

Случай
н* X 0° 15е 30' 45’ 60’ 75 90и

0 2.000 2.088 2.320 2.586 2.634 2.247 2.000

0.1 2.000 2.094 2.339 2.613 2.646 2.247 2.000

0.3 2.000 2.10-1 2.373 2.659 2.664 2.248 2.000

1 0.5 2.000 2.113 2.402 2.697 2.677 2.248 2.000

1 2.000 2.132 2.459 2.764 2.697 2.249 2.000

2 2.0(10 2.157 2.531 2.838 2.716 2.249 2.000

3 2.000 2.173 2.576 2.877 2.725 2.249 2.000

0 2.000 2.127 2.473 2.945 3.107 3.601 2.000

0.1 2.000 2.139 2.518 3.033 3.537 3.700 2.000

о.з 2.000 2.162 2.605 3.206 3.789 3.851 2.000
111 0.5 2.000 2.185 2.691 3.376 4.031 3.950 2.000

1 2.000 2.241 2.897 3.780 4.595 4.076 2.000

2 2.000 2.344 3.277 4.513 5.531 4.159 2.000

3 2.000 2.437 3.618 5.151 6.228 4.189 2.000

Таблица 2

Случай а
/•/* X

0 15- 30 45’ 60 90’

0 2.000 1.848 1.482 1.104 0.904 0.943 1.000

0.1 2.050 1.897 1.528 1.147 0.951 0.992 1.050
0.3 2.150 1.994 1.619 1.235 1.046 1.092 1.150

I 0.5 2.250 2.092 1.712 1.326 1.143 1.192 1.250
1 2.500 1.338 1.948 1.560 1.388 1.442 1 500

2 3.000 2.831 2.430 2.040 1.883 1.942 2.000
3 3.500 3.327 2.919 2.531 2.381 2.442 2. .500

0 2.000 1.860 1.489 1.003 0.542 0.228 0.200

0.1 2.010 1.870 1.497 1.008 0.546 0.233 0.210

0.3 2.030 1.889 1.512 1,020 0.553 0.246 0.230

111 0.5 2.050 1.908 1.528 1,031 0.561 0,260 0.250

1 2.100 1.955 1.568 1.061 0.582 0.304 0.300

2 2.200 2.050 1.649 1.124 0.636 0.401 0.400
3 2.300 2.145 1.732 1.192 0.701 0.499 0.500

Для случаев I! и IV значения '1 и /д можно получить из табл. 
1 и 2 следующим образом:
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|М?. 7/*)]и =

Из рассмотренных примеров можно сделать следующие выводы: 
а) с увеличением Н' /\ и л.ч увеличиваются;
б) минимальные значения М и максимальные значения /..•» полу

чаются при « ֊ к-^~ (к = 0, 1, 2, ...), то есть когда главные направ

ления упругости совпадают с направлением вектора напряженности 
внешнего магнитного ноля:

4 Известия АН Арм.ССР, Механика, № 2
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в) максимальные значения Х| и минимальные значения >■՝. в зави
симости от Aj. Հ'շ, £3, могут получиться в любой точке кнутри пря
моугольника [0<®<z, 0 <1 /У* /7J.

Таким образом, варьируя расположением главных направлении 
упругости материала, можно существенно увеличить или уменьшить 
скорости распространения упругих волн.
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Գ. Ь. ՈԱՂԴԱՍԱՕՅԱՆ. Я. Ն. ԴԱՆ113ԱՆ

ԱՌԱԱԴԱհԱՆ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈԻ11Հ։ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏ111՚1ր ԳՏՆՎՈՂ 
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈԻՆՈԻԱ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Աշխատան րւսմ դի տարկվում / առաձգական ւպիրների տարածման խնդի- 
րր մ աղն ft и ական դաշտում գտնվող անիդուո րոպ կի ո ա ա արածո ւթյու ն ում:

Ենթադրվում կ, որ առաձգական կիսաւոարսէծովՀյունր իդեալական Հա- 
Ղ՚՚ՐԴՒլ Ւ1՛^ ուրաա րին մ unfit ի и ական դաշտը Հաստատուն Է և զուգահեռ կի- 
սատարածով! յունր սա '.մանավւակող հարթոէթյանրլ Ս տարված են բանաձևեր 
աեղաւիրէխովեյոէնների և առաձգական ւպիրների աարած։!ան արադուք}լուննե- 
ր/t համար, կախված արաա րին մ ադնիււական դաշտի լա րվա ծ nt fi յան ի ցլ

Մ տււն ավո րա ttf ե и դիտարկված է սրթոսւրոպ կիււուա ntրածուfiյան խնդիրը, 
երր կիսատարածււվ! յան առաձգական հատկությունների գլխավոր ուղղություն
ները տրաաբին մ ա գնիսական դաշտի լուրվածttt.fiյան վեկտորի "ետ կադմոէմ 
են որոշակի անկյուն:

■֊■իշյւռւ ւ1 եծոէթյունների Համար կառուցված են դրա1իիկներ' կախված ա֊ 
ռաձգական ■ատկուխ յունների դյխավոր ոսլզոէթ յունների կողմնորոշումից ն 
արատ րին մ աղնիսական դաշտի լարվածով} յան մ եծ nt.fi յունից ։

PROPAGATION OF ELASTIC WAVES IN ANISOTROPIC 
SEMI-SPACE IN A MAGNETIC FIELD

G. E. BAGDASARIAN. Z. N. DANOYAN

S u m m a r y

A problem on propagation of elastic waves in anisotropic serni- 
space in a magnetic field is considered. The elastic semi-space is as
sumed to be an ideal conductor, and the external magnetic field is taken 
as constant and parallel to the boundary plane of semi-space.

The : ?rmu:ac for displacements and velocities of propagation of 
elastic waves, depending upon the strenght of the external magnetic 
field, are derived.
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In particular, a problem for orthotropic semi-space, where the 
principal directions of elasticity make a fixed angle with the vector of 
the external magnetic field strength, is discussed.

For the above parameters some diagrams showing dependence on 
orientation of the principal directions of elasticity and on the external 
magnetic field strength are constructed.
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