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Р. М. БЛРСЕГЯН

НЕРАВНОМЕРНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ В 
ПРЯМОУГОЛЬНОМ МАССИВЕ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ 

ЧИСЛОМ ВОДОНОСНЫХ ГОРИЗОНТОВ

В работах [1, 2] рассмотрены вопросы соответственно об устано­
вившейся и неустановивщейся фильтрации подземных вод к одной 
скважине в бесконечном пласте, состоящем из взаимосвязанных го­
ризонтальных напорных горизонтов, сообщающихся между собой через 
разделяющиеся слабопроницаемые прослойки.

Ниже рассматривается одномерная установившаяся и пеустано- 
вившаяся фильтрация жидкости по закону Дарси в массиве прямо­
угольного сечения с произвольным числом (п) водоносных горизонтов и 

состоит из п водоносных г<

Фиг. 1,

с переменными мощностями последних.
Пусть массив, вертикальный разрез которого показан на фиг. 1, 

«зонтов, разделенных слабопроницаемыми 
прослойками. В нулевом и (п 1)-ом го­
ризонтах напоры /?0 и Л„+1 считаются 
постоянными. Предполагаем, что коэф­
фициенты фильтрации К( и мощности 
Т{ (7 — 1, 2, ..., п) водоносных горизон­
тов, являются произвольными, один раз 
дифференцируемыми функциями от х, а 
коэффициенты фильтрации К, и мощно­
сти Т{ (7 = 1, 2, ..., п) слабонроницаемых 
прослоек произвольными функциями, 
нигде не обращающимися в нуль в рас­
сматриваемом интервале изменения ар­
гумента х. Пьезометрические напоры А/ 
(7 1,2,...,«) отсчитываются от оси Ох. 

11рииимая движение жидкости в во­
доносных горизонтах горизонтальным, а 
в слабонроницаемых прослойках вер­
тикальным, то есть применяя схему Мяг 

тиева-Гирине кого (строгое обоснование основных допущений этой схемы 
дается в работе [3]), находим уравнение движения 7-го водоносного 
горизонта в виде [4]
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Р- ; \ Т՜ / \ 7՞ I \ (1К,(х) г,- ■ > (1Т:(х) I (1!цК{(х}Т^х)-— Г,(х)------------- ;- Мх)----- ------ —
ах՜ ах ах | ах

֊ Д'-(А<-Л(-1)+^-(Л/11-Л/) = 0 (1)
/ Г ֊1 / ։

где /ц — Л,(х)— напор /-го водоносного горизонта.
Уравнения (!) являются общими уравнениями одномерной неран- 

Еомерной фильтрации жидкости в массиве с произвольным числом во- 
юносяых горизонтов. Из этих уравнений можно, как частный случав, 
юлучнть уравнения движения жидкости а) в массиве с произвольным 

числом горизонтально залегаемых водоносных горизонтов и с пере­
менными коэффициентами фильтрации последних, в) с постоянными 
коэффициентами фильтрации водоносных горизонтов и с переменными 
мощностями последних, к с) для случая, когда как коэффициенты 
фильтрации, так и мощности водоносных горизонтов являются посто­
янными величинами. Задачи одномерной фильтрации, относящиеся к 
последнему случаю, ввиду его простоты, легко решаются.

Ищем решение системы п дифференциальных уравнений (1) 
(/=1, 2, .... п) для одного случая, полагая

А', (х) = ֊֊֊֊' Т\ (х) = Т„ (х)
Л/>(х) »2^

К,- (х) = /./ Кп (х), Т( (х) = Тп (х)

где ч;, р։., /■{ и 7։/ — постоянные.
Тогда из системы (1) с помощью подстановки

г=Г——

ЗА'Дх) Л(х)

которую в дальнейшем назовем преобразованием х, получим следую­
щую систему уравнений для Л,-(г) (/=1, 2, л):

Г /Гт > > I — — (А<+։ — Л.) В — 0 (3)
Ая(х)/Л(х) 1 </г- I н, I)

Так как “ (3> к„ (/) г. Ы л °՛то

(Л,-/.,-.,)-Л-(А.+1֊Л,) =0 (4)

Перепишем систему (4) в виде

- (ъ_։ - ~:։) л.- - -г;л.+։ - о (5)
(1г՝

где
Т/-1 = "ч 7/’Л-։

5 Известия /ХН Армянской ССР. Механики, V 1
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При ֊ 0 система (5) превращается в систему алгебраиче- 
dz"

ских уравнении, откуда определяются частные решения системы (5)

Л,- Л,- const (/ = 1, 2, ..., п)

соответствующие статистическому состоянию водоносных горизонтов.
Общее решение h( однородной системы, соответствующей си­

стеме (5), ищем в виде

Л/ = /4/ е”

Подставляя Л,- в однородную систему, соответствующую (5), и сокра­
щая на ег-, получим

I ((V՜ ч-| ~'(!)-4/Н- ։ = 0 (б)

(/= 1, 2,..., л)

Так как для существования нетривиальных решении системы (6) оп­
ределитель ее должен быть равен нулю, то для г ‘получим следую­
щее характеристическое уравнение:

l^2 tö.r fl U 0.-. 0 0

Ti Ii - -i2 Й՛- 0 0
= 0 (7)

0 0 0... In —1 © „2 ..
'"r ~ In-I — tn

В работе [1] доказано, что уравнение типа (7) относительно г 
имеет п простых корней. Если каждый корень гь(1е 1,2,..., п, 
п 1, ...» 2л) уравнения (7) подставить в систему (6) и решить ее от­
носительно Aik, то можно найти решения системы (5) в виде

-п гк:
hi = /и I- Yzl/te (Z = 1, 2, .... n) 

k

где постоянные Ац определяются с помощью заданных граничных 
условий, которые могут быть трех видов (1, II и III родов).

В качестве примера рассмотрим случай, когда массив состоит 
из двух водоносных горизонтов, разобщенных слабопроницаемой про­
слойкой.

Искомые напоры Л։ и Л2 удовлетворяют системе уравнений

'П ("Лл‘ ‘>л= - чЛ - 0 
dz-

d~h п
& —Г* -НЛ (а Н-72) h2 4- — 0

dz

(8)
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7о7Л 4֊ 7з (7о -г 71) /»з 
7о71 4՜՜ 7о7з А 717*

Частными решениями системы (8), соответствующим!։ статическому 
состоянию горизонтов, будут

/,;= <-ъ(Т1-гЪ)6о
7 о7 5 + 7о7՞ 7 п а

Общее решение однородной системы, соответствующей системе (8) 
будем искать в виде

/?1 = Аге':, к* — Лаегг

Подставляя в однородную систему и сокращая на ег՜, получим

—(7о+71)1А 11А = 0 /9)
1։А |г^. (Т1-Н2)1 А = о

Для г- имеем уравнение

(7о -г՜ 71) 71
71 ^2 ֊ (71 -г 7«)

Подставляя в (9) полученные из (10) значения г,-0’=1....... 4) (г։— Г 2»
г. - — г4) получим с точностью до постоянного множителя Л? и 
тогда и общее решение системы (8)

= 0 (Ю)

/1« Аг С\ с

/га'1

где Г{ корни уравнения (10), а С,-—произвольные постоянные, оп­
ределяемые граничными условиями.

При неустановившсйся фильтрации для схемы, приведенной на 
фиг. 1, искомые напоры /и (х, /) в водоносных горизонтах удовлетво­
ряют следующей системе дифференциальных уравнений параболиче­
ского типа

<?Л։
(И дх*

Т с1К{ д, й 77 I а/։,
Их (1х | дх

- (А, - Л,->) £ (Ь,» - Л.-) (12)
I1-\ /<

где 5,- - ֊ эсрфективная порозность 7-го горизонта, остальные параметры, 
входящие в (12). тождественны с одноименными параметрами системы (1).
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При — 0 и — — О (/ - 1. 2,..., п) система (12) превращается 
Ох' 01

в систему алгебраических уравнений, однозначно определяющих ча­
стные решения системы (12), соответствующие статистическому со­
стоянию водоносных горизонтов.

Для решения системы (12) применим к пен преобразование Лап­
ласа по времени I (Л, Н/). Учитывав, что при / = /ц = /л, полу­
чим

к _ <Г՝Н. ... вК< „ (П\ М
гУх* 4х <1х </.т

|'֊(«. «<.,)- >-//,» = >,/.; + /»,М (13)1

//-։ Л

При предположении (2) с помощью преобразования : из (13) по­
лучим систему, аналогичную системе (5), с одинаковыми коэффи­
циентами , 7^,, 7;

?/■““ 4՜ ~ (Т/-1 + 7/ Р:<) + *С(Н< ։ = —(Н)

(7=1, 2, ... , л)

Обозначим через Н; частные решения системы (14); очевидно, 
.. * ‘ *что П( ——» где -1 — определитель системы. 

Д
Общие решения Н, однородной системы, соответствующей си­

стеме (14), будем искать в виде

й = Ае~

Подставляя Hi в однородную систему, соответствующую (14), н 
сокращая на е-г, получим

7Г_։Д/-։ - &г* - 7,_, — vj — pti) A,(15м

(/=1,2, ... ,п) До = Д.н = О

Система (151 будет иметь нетривиальное решение относительно.1 
А/, если ее определитель равен нулю

Рч Ъ О--- О О

71 “ Р;: 7? * ’ 0 0
= 0 I

о о о .. 7яи-т; Р’л
(16)
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—1 ------ -- ----------- ■
Уравнение (16) имеет 2л простых корней г*. Подставляя каждое зна­
чение Гк в систему (15), находим решения |.4п, Д-2, ... , ДД։ и тогда 
решение системы (14) можно записать в виде

. 2,1 Гк~
H^Hi v^Aike (17)

fc-l
0 = 1,2, ... , л)

Постоянные А,к определяются с помощью граничных условий, ко­
торые задаются для каждого горизонта и могут быть 1-го, 2-го или 
3-го родов.

Переходя к оригиналам в (17), находим решение системы (14), 
тем самым и решение задачи.

Отметим, что из вышеуказанных задач, как частный случай, 
можно получить решения для часто принятого в настоящее время слу­
чая горизонтально-залегаемых горизонтов, с постоянными коэффи­
циентами фильтрации. Для этого достаточно мощности и коэффициенты 
фильтрации как водоносных горизонтов, так и слабопроницаемых про­
слоек принять постоянными.

Очевидно, что решение задач движения жидкости к одной сква­
жине в бесконечном или конечном массиве с учетом переменных мощ­
ностей и коэффициентов фильтрации слоев массива при условиях (2) 
не отличаются от вышеприведенных решений для задач прямоуголь­
ного массива.

В качестве примера рассмотрим распространенный в практике 
случай, когда прямоугольный массив состоит их двух воноиоспых го­
ризонтов, разобщенных слабопроницаемой прослойкой. Кровля мас­
сива, напор над которой /?0 = const, и его подошва, напор под кото­
рой /», = const, — слабопроницаемые прослойки.

После применения к системе уравнений (12) (/*=1,2) преобра­
зования Лапласа и ^-преобразования получим систему уравнений

d- р
dzH. • тЛф 7М - (2֊; + рз) Н:
dz~ р

для которой за начальные условия были приняты напоры

/։; s и /2; = h.fi. ■ 2Лз
3 3

устанавливающие статическое состояние водоносных горизонтов (для 
упрощения расчетов принято = 7. = у2 = 7 и р։ — 3., — р).

Частными решениями системы (18) являются выражения

И՛ = ^h\p’ -|- и\Р -г bi н՝ — 4՜ ааР 4՜ Ь.<
1 р (*р- + 4-7/7 ф З7-') ’ ’ “ р (з*р* ■ 4г. р -]֊ З-(’)
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где

а1 - ~ 4՜ 4ЛД а: - -7՜ (4А0 4- 8Л3)
О о

/>1 ֊ 72 (2/10 4- Л3), Ь2 = 72 (2А3 4- А„)

Общее решение однородной системы, соответствующей системе (18), 
будем искать в виде

Л/։ — А։е'г, Н. — Д2егг

Подставляя эти решения в однородную систему, соответствующую 
системе (18), получим

(г2Р֊27֊-/*)Л4-7Л = о {19)
7 А 4՜ (гр — 27 - р1)А > = о

Приравнивая нулю определитель системы (19!, получим

Подставляя значения г,-(7 = 1, 2, 3, 4) в систему (1$)), получим с точ­
ностью до постоянного множителя следующую систему функций:

Н1։’=*С1е’‘՜, НР = -С,е՛՜

Тогда общие решения системы (18) будут

R = _52/1> 1' д- у Г - е4 ’
р(^ + 4*7/>4-3?) £

и _ М а>р г։г /• />- Г.,: р г,։1 п . « .. о, — ’Щ С'-՜՛? I С--,е ~՜՜ О,ср (а*р* 4֊ 4-֊(р 4- Зг) 1 - 3

Для определения постоянных С,- предположим, что заданы по­
стоянные значения напоров и Л2 на границах массива в пределах 
водоносных горизонтов, которые в преобразовании г имеют вид

/»! |։г_0 = Ап, | , = Л։։
/ / / I ֊ / (21)
'1- 0 ~ "Л’ — ''22

Переходя к изображениям в (21), находим постоянные С.л и С, 
(р=1, 2. 7 = 3, 4)

с“ = т-;—П-л I (А„ - /<;1) ег"'֊ (Л;1 - лй) - (Я,- н;) (ег՝‘‘ 1) р 
/.р {е —е ' ) |

Г,1 ։ ։ Г,/
(,։ = У7Т^-----щГ՜ т ь..})е — (/?12 • А,..) — (Я։ 4- Н2) (с 1)р

2р(е’—е )
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Решением системы (20) будут функция /7։-(/=1, 2)

Н, = н! + < П' ! (Ак - Ля) вЬ г, г + (Ли - Ля) Г, (I — г)֊ 
р бЬ г,- I I

— р (Н\ — Н>) [зЬ г/ (/ — г) 4- зЬ г,- г] 4-

4-------- -------- |(Лдл г /?/...) бЬ г?/-] г (Ап 4՜ /»а) зК Г2։֊1 (/ — г) —
р$Ъ Г2/-1 / I

р (Н1-Г Н1) I вЬ г-ц 1 (/ — г) 4 $Ь Г2,-1 г]|

Переходя к оригиналам, получим решения частной задачи 1ц (г) 
преобразовании г

где

и») 9Лп’о — За։7 4֊ ~ ~ ^13" =------------ 65?-------------® = 25?------------

9[а;+(- 1/л;1 - 3[ аг 4- (֊ 1)417 4-4֊ (֊ 1)^1
"1 607=

> _ [ас + (֊ 1)41 7 ֊ [/»; 4- (֊ 1)4] У? ֊ [6-.. 4- (֊ 1/бх1 =
2/՜ 2з-;֊'
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() и »)3 (и, /) —тета-функции Якоби.
Приведем один численный пример для случая, когда массив со­

стоит из двух водоносных горизонтов, разобщенных слабопроницае­
мыми прослойками. Напоры над верхним слабопроницаемым слоем (Лр) 
и под нижним слабопропицаёмым слоем (Л3) принимаем постоянными. 
Пусть

К. (х) = ае '. Г2(х) Ье', Го (.г) = Но Г8 (*)

7\ (х) = Н Г,, (х), 1\_ (х) = р, Т, (х), Ко (л-) =
А,(х)

А\(х) = ^(х)’ <(х) ֊
КЛх)

где а, а, 6, |17 и V, (/ 0, 1,2)- постоянные. С помощью преобра­
зования г имеем

- — 1 
аЬ (а -г р)

Тогда искомые напоры А։ и А2 в водоносных горизонтах удовлетво­
ряют системе дифференциальных уравнений (8). При этом

№ = ₽н = К>. -'оН = ~о> IV։ ֊ Ъ

НГ'з = 7։» !1о = 5А2

Общее решение системы (8) имеет вид (П), где Л։ и /;■> определяются 
по формулам (8'). Постоянные С, {/ 1, 2, 3, 4) определим, задавая
граничные условия:

|х_о ~ ж.в/ = ^։2> ~ ^֊/ ~ ^22

которые после преобразования г будут

Л11։-«, ЛМ’ Лх I- г։ = ЛИ> = Л2Р Л2 /,« = Л22

Постоянные С. определяются из системы

Лп - л; ֊ А (С^1') - В (С..^ 4֊ с4ег‘г')

Л12 = а; ֊ А (С,/'” 4- с\е^) - В(С^ 4֊ С.։/*г։)

~ Аг 4՜ Сгег‘՛ - С.е г" Слег' ?- С’4е՜"՜'

А22 Ь-2 — С\еГ1*՜1 С..е՜ 'г’ -г Сле‘՜՜ САс՜

и имеют вид
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где

М֊֊>е 
{ч'з “о

В =

Рассмотрим численный пример для следующих исходных данных: 

а = 0.01 м/сек, Ь = 15 .ч, а = 0.001. 3 = 0.0005, / = 2000 .ч, 

Лп = 10 м, = 30 .ч, Аи = 15 м, Ь»; = 35 мг 

14 = 0.1, н = 0.3, 14 = 0.1, 4=10՜*, у։ = 5-ю՜7, 

4=10՜7, 70 = 3-Ю՜7, 7։ = 510՜5, 7- 3-10՜*

Ло = 5 .и, к3 = 40 .ч.

Тогда

2)2 10-\ Гзю’х
А։ ^7.5+ 24.3 е +20е

2)2.10'эг /ЗГ.ЦГ’х
лг^ 15 4-35.2? - Юе

По .чтим Цюрмулам можно вычислить напоры н любом сечении, 
например, для х 1000 ,ч (г — 987)

Л: 12.6 лс, Л, 18.9 .ч.

Ерспинсипй иолнт<1«11ИчссжйГ| мпггптут
пи, К. Мл риса Поступи А а 13 XI 1970
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Ռ. IF. ր։|Ա»։1ԵՂ5ԱՆ

2b։l.nbi||‘ ԱՆՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ ՖԻԼՏՐԱՑԻԱՆ ՑԱՆԿԱՑԱԾ ԹՎՈՎ 
ՋՐԱՏԱՐ ՀՈՐԻԶՈՆՆԵՐՈՎ ՈԻ՚Լ՚ԼԱՆԿՅՈԻՆ Հ(1'1.11.ՇԵԻՏ11Ի1ր

Ա մ փ ո ւ|ւ ո ւ մ

Դի mtn րկվ ում Լ հեզուկքւ Դարսիի օրեն բով h Ս յատիհ-Դիրինսկսլ սքսեմայեն 
ենթ արկվող անհավասարաչափ ստացիոնար և ոչ ււտացիււնար ֆիլտրացիան 
ցանկացած թվով ջրատար հորիզոն ունեցող հողաշերտում։ Տքրատար Հււրիղոն- 
ները իրարից բաժանվում են վատ թ ա փ ան g t/ղ շերտերով»

՛Սերբին ջրատար հորիզոնի հզորությունը և ՚իի լա րա g իայի ղործակիցր կա­
մայական մեկ անդամ դիֆերենցեյի ֆունկցիաներ են։ Մյուս ջրատար շերտերի 
հզորություններն ա ֆիրորացիայի ւլսրծւսկիցներր և վատ թափանցոդ շերտերի 
հզորությունները ուղիղ համ եմ ատական են ներրին շերտի հղորոէթյւսնր և ֆի[- 
էորրացիայի գործ ակ g ի ն հ ամ ա ։դ ատ ասքս ա նար ար ։

Երկրորդ կարգի դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմր լուծելիս կի­
րառվում Լ ինտեզրս։/ ձևափոխ ni թ յւ։լն, որից հետո ùtn ut gift է ւմ է հաստատուն 
դործակիցներով դիֆերենgիաt հավասարս՛ մների ւ/իստեմ։

//րսլես օրինակ ղիա արկված I; հեղուկի ոչ ստացիոնար անհավասարաչափ 
շարժումը երկու, ջրատար հորիզոններով հողաշերտում ։

NON-UNIFORM FILTRATION OF FLUID IN RECTANGULAR 
PIECE OF SOIL WITH ARBITRARY NUMBER OF 

WATER-BEARING LAYERS

R. M. BARSEGHJAN

Summary

On the basis of Darsi's law and Myatiev-Girinski’s model the non- 
uniform steady and noh-steady filtration of fluid is discussed for ,,n“ 
layers of rectangular soil. The water-bearing layers are assumed to be 
separated by poorly permeable layers.

The thickness and the coefficient of filtration of the lowermost 
layer are assumed to be arbitrary, once differentiable functions. The 
thicknesses and coefficient of filtration of the other water-bearing 
layers as well as the thickness of the poorly permeable layers are as­
sumed to be respectively proportional to the thickness and coefficient 
of the lowermost layer.

Integral transformation is applied in solving the system of dif­
ferential equations of the second order, thus resulting in a system of 
differential equations with constant coefficients.

An example of non-uniform and non-steady flow of fluid in two 
water-bearing layers is given.
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