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Р. М. КИРАКОСЯН

УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЙ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЙ ИЗГИБ 
КРУГЛОЙ ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛАСТИНКИ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ КОНУСООБРАЗНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ НАГРУЗКИ

Рассматривается осесимметричный упруго-пластический изгиб за­
щемленной по контуру круглой пластинки, несущей нагрузку, конус 
образное распределение которой при постоянной равнодействующе 
устремляется к равномерному. При этом изменение нагрузки счит 
ется настолько медленным, чтобы возможно было пренебречь ина 
ционными эффектами.

Показано, что в упругом случае в результате изменения нагр$ 
ки во всей пластинке- происходит только процесс разгрузки. Смита 
что пластинка будет только разгружаться и в упруго-нластичесж 
случае, строится решение поставленной задачи с нспольэовзни։ 
предварительно найденного точного решения начальной упруго-п; 
стамеской задачи. Далее показано, что волучеяное таким образ։ 
решение обеспечивает разгрузку во всей пластинке.

1. Рассмотрим защемленную круглую пластинку толщины А и 
радиуса а. Пусть пластинка несет распределенную нагрузку конусо­
образного очертания

'/(г) = <7о | 1 —~) (1-1)

способную вызывать упруго-пластические деформации. Допустим, что 
нагрузка с течением времени медленно и монотонно изменяется от 
своего начального состояния (1.1) и при неизменной равнодейству։ 
щей С? = ~аа стремится к равномерной нагрузке

Для текущих значений нагрузки будем иметь

Ч\ - '/о I1 - с\ 2а /
где парамётр па: ружения 0 <- ?(г) <.2 3 являете.։ монотонно возрастаю 
щей функцией времени (фиг. ։).
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Рассмотрим начальную задачу, то есть задачу упр.уго-пластичес- 
кого изгиба пластинки под постоянной во времени нагрузкой (1.1).

Для конкретности ограничимся случаем линейного упрочнения 
материала.

Следуя [1|, разрешающее уравнение пластинки представим в ви­
де системы двух дифференциальных уравнений первого порядка

Jz 
d? ~ V

dv~ =' V
4(l-2)-(3x-2v)r7y д'—

֊7,--------------—~<?(М) (1.4)
2(1 .2)+(3z-2v£- 

dv

где

2 — 0 при s - ֊г՜-С 1. 2 = / ^1— ~ при £>1

Н ^7 = ~ 2 ]/ (t5>

I £֊ ֊ > - <։* - П’ ’= "-£% °՛ *
р

й -предел упругих деформаций, sj - интенсивность деформаций сдвига 
на поверхностях пластинки z = ± Л 2, >.-֊ const — параметр упрочне­
ния, С—некоторая постоянная, подлежащая определению.

С учетом (1.1) и (1.5) получим

q - </i — е-? (1.6)

где

qQhC2 - '2qi r _qJiCz 
41 2ts D՝ 92 ՛ 3aC“3c։aZ) (1.7)
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В центре пластинки имеем [1]

р = ОС, 7. = -Х(1 > о, ?• — о (1.8)
Хотя и относительно V и / имеем задачу Коши с известными 

начальными условиями (1.8), все же непосредственное численное ин­
тегрирование уравнений (1.4) невозможно. Это ясно, так как началь­
ные условия (1.8) заданы в бесконечно удаленной точке р — ос. Сле­
довательно, необходимо предварительно определить значения х и о для 
некоторого конечного значения аргумента у. С этой целью, следуя 
[1], для уравнений (1.4) в окрестности ;՛ — (г 0) получим следую­
щее асимптотическое разложение решений:

71
16(1 — /) + — 4- 

4хо

________ ___________
10(1- 4+^1 5

8/-,֊ 32х-о

е՜*

Задаваясь некоторым большим значением аргумента из (1.9) 
определяем значения х, и у։. Теперь для уравнений (1.4) вместо (1.8) 
будем иметь условия

р =г рг, X = 7.р V = V, (1.10)

позволяющие численно интегрировать уравнения (1.4) по методу ко­
нечных разностей.

Пусть р = у* есть граница раздела упругой и упруго-пластиче­
ских областей, то есть

г = 1 при р = р* (х = х*. V = иж) (1.11)

С помощью уравнений (1.4), после обеспечения непрерывности хи »8 
точке р*. для упругой части пластинки получим

зое +с-՛
7։V - (1.12)*

10
где
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с3 = и*е—?՛ 21.е՜^
8 10

С1

2 с՜2*'-16 е
Чг 
30 (1.13)

В случае, когда с приближением к краю пластинки опять появится 
область пластических деформаций, необходимо из формул (1.12) пе­
рейти снова к численному интегрированию уравнений (1.4). Имея в виду 
это обстоятельство, нам представляется рациональным интегрирование 
уравнений (1.4) с начала до конца численно, полагая для упругой 
части пластинки

2
д/. ду

(1.14)

Имея значение р , при котором х превращается п нуль (условие за­
щемления), можно определить постоянную С

О ՛
С — ае а (1.15)

Следует отметить одну специфическую особенность задачи, име­
ющую место по сравнению со случаем равномерно распределенной 
нагрузки, рассмотренным А. А. Ильюшиным [1]. С целью получения 
численного решения достаточно общего характера необходимо при 
произвольных значениях других параметров задаваться только зна­
чениями относительных нагрузок с/1 и ц.:. Так как эти нагрузки за­
висят друг от друга, то это влечет за собой предварительное задание 
значения постоянной С

с = а
2 91

(1.16)

Очевидно, что в истинном случае значение С должно совпадать со 
значением (1.15), определяемым из граничного условия. Сравнивая 
(1.15) с (1.16), для значения рп получим трансцендентное уравнение

Нахождением (/«,, а следовательно, и постоянной С фактически завер­
шается решение начальной упруго-пластической задачи.

Прогибы пластинки вычисляются по формуле

то ((,)=—_ (;.а-<р<=г) (1Д8
/I ՝ '

где для х при больших можно использовать асимптотическое разло­
жение (1.9).
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При решении задачи упруго-пластического изгиба пластинки дАЛ 
произвольною текущего состояния нагрузки (1.3) существенно ваяио 
выяснить характер изменения деформированного состояния пластичес­
ких областей пластинки вследствие изменения нагрузки, то есть вы­
яснить вопрос о том, разгружаются они (их отдельные части) или на­
гружаются с возрастанием параметра а.

На основе гипотезы Кирхгоффз-Лява условие нагружения и раз­
грузки пластинки в данном случае сводится соответственно к усло­
виям возрастания и убывания квадратичной формы [1]

л = *1 4- х։х2 : х2| / X, . х„------— (1.19)
\ г вг >

Следовательно, в разгружаемых областях пластинки должно соблю­
даться условие

— <0 (1.20>
дз.

а в областях нагружения- условие

дР,, 
Оз. (1.2:

Вся трудность решения поставленной задачи заключается в том, что 
заранее невозможно различать разгружаемые пластические области 
от нагружаемых.

2. Рассмотрим вопрос о характере деформирования пластинки при 
ее упругом изгибе.

Проинтегрировав дифференциальное уравнение 2] осесиметрич- 
кого упругого изгиба круглой пластинки под нагрузкой (1.3) и удовле­
творив условиям защемления по контуру, находим

(х (2.1)
£> \ а /

где

.. 1 х . 2-3« < 29 21« „ . 43 27а»X ------ .г* ----------л--------------Л 4----------------
64 450 1440 4800

/) — — - 5 цилиндрическая жесткость пластинки.

Квадратичная форма (1.19) примет вид
2 . _ 

К — Р1
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А- *? + *։ *2 Т *2
3 О 29—91 а,1 = А(1_я)д.,-^12^_*^ 12.3)

1 а .. 2 — 3« . 29 21а
16 Х ՜ 90 Х 720

Нетрудно убедиться, что при возрастании параметра нагружения а в 
НТервВле 0-Са-С2/3 квадратичная форма А, следовательно, и Р' , 
■бывает для всех (фиг. 2). Это означает, что в течение
’стремления нагрузки (1.1) к равномерной нагрузке (1.2) во ксей 
другой пластинке происходит только процесс разгрузки.

Будем считать, что это имеет место и в случае упруго-пласти­
ческого изгиба пластинки. Тогда, имея п виду упругий характер про­
цесса разгрузки, решение задачи упруго-пластического изгиба пла­
стинки под действием переменной нагрузки (1.3) можно представить в 
нндс-

ш (р,а) — иГ (р) — Да» (о,а) (2.4)
где

. , . </оа* / 1 С’֊4, 1 С5-5о 7 С=֊21 9 \Да» (р,а) - -— а ( —- - а ------- е------- —е Н--------)
27? \32 а. 75 ав 240 а3 800 /

и' (р) упруго-пластические прогибы пластинки под действием посто­
янной но времени илгрузкн (1.1) (формула (1.18)). Кривизны срединной 
плоскости пластинки согласно с (1.19) и (2.4) примут вид

•л։ (о,а) = — (?.а)
и С*

'■2<М) |2.5)/I С“
где
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'1 (р, л) = 2 Д- (V 
а՜

. - / 3 С ՝ . 4 С3 3, 7 \/.) (ко. 1— ------- е"н'_ 1
V 8 а- 15 а3 120/

Мм) а— а՜
֊ / 1 Сг % 1 С* 7 V/■ — ар. (-------с՜՜֊--------е зр ----- I

V 8 а- 15 а3 120/

Имея (2.5), нетрудно проверить условие (1.20), то есть выяснить
вопрос о том, что полученное решение (2.4) обеспечивает разгрузку всей 
пластинки.

В нижеприведенных таблицах представлены некоторые результаты 
численного решения задачи при '֊ 0.95 для трех случаев, когда зона
пластических деформаций в центре пластинки распространяется до 
глубин, составляющих 18, 1/4 и 3/8 части толщины пластинки (^ = 
2/3, 1 и 2). На основе данных столбцов „4 7“, где помещены зна­
чения приведенной интенсивности деформаций сдвига

А(р. а) - 7ч(р,а) /։ (р,а)^(?, «) (о,а)

легко заметить, что решение (2.4) обеспечивает разг рузку всей пла­
стинки.

хп 2_. 7։ 10, 7, 5.19. -£ 0.778. ?и ֊0.25 
з а

7п<7лида 7

гX = --- -
а •л V

а — 0 .֊0.2 з 0.4 3 0.6

2 3 4 5 7

0.007 0.667 0 1.964 1.438 0.994 0.632
0.023 0.666 0.002 1.953 1.430 0.989 0.628
0.058 0.661 0.012 1.897 1.387 0.958 0.607
0.078 0.656 0.020 1.844 1.348 0.929 0.588
0.105 0.648 0.035 1.756 1.282 0.882 0.556
0.142 0.634 0.060 1.614 1.176 0.807 0.507
0.192 0.611 0.096 1.403 1.021 0.699 0.438
0.253 0.575 0.145 1.124 0.821 0.565 0.356
0.349 0.522 0.220 0.767 0.568 0.398 0.258
0.472 0.438 0.352 0.348 0.263 0.190 0.128
0.637 0.303 0.558 0.171 0.086 0.060 0.038
0.860 0.096 0.821 0.699 0.554 0.426 0.315
0.904 0.054 0.876 0.934 0.755 0.596 0.455
0.951 0.008 0.924 1.221 1.009 0.818 0.646
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Т'нбдигш 2

'•о=1. д, 1(1. 7, 4.7. ■— 0.705, о -0.35 
а

X Л г
Рх

а 0 | т 0.2 з 0.4 3 = 0.6
1 2 3 < 5 Ь

0.006 1 0 2.957 2.303 1.730 1.239
0 039 0.991 0.012 2.887 2.245 1.684 1.203
0.095 0.965 0.067 2.569 1.983 1.472 1.03-3
0.129 0.939 0.112 2.308 1.770 1.303 0.907
0.174 0.896 0.179 1.930 1.465 1,064 0.727
0.235 0.829 0.266 1.452 1.087 0.776 0.517
0.317 0.736 0.356 0.951 0.707 0.498 0.326
0.427 0.618 0.441 0.515 0.389 0.281 0.190
0.577 0.460 0.627 0.161 0.123 0.090 0.063
0.779 0.231 0.918 0.362 0.276 0.202 0.139
0.819 0.184 0.974 0.506 0.393 0.294 0.210
0.861 0.133 1.030 0.691 0.547 0.420 0.310
0.905 0.080 1.106 0.962 0.781 0.618 0.475
0.951 0.021 1.291 1.563 1.322 1.101 0.901

7'дголнуа 3

'■о 2. 91=10, 7, 4 .25, 
а

0.638, ?<|=֊0.45

Р
1 0 « .0.2 ,0.4 т=0.6

3 4 5 4 7

0.006 2 0 7.950 6.852 5.835 4.899
0.019 1.997 0.008 7.896 6 802 5.791 4.860
0.0-17 1.978 0.044 7.603 6.539 5.555 4.652
0.064 1.960 0.079 7.331 6.295 5.337 4.459
0.086 1.928 0.139 6.870 5.881 4.969 4.134
0.117 1.873 0.237 6.128 5.218 4.381 3.617
0.157 1.781 0.387 5.033 4.246 3.527 2.874
0.212 1.636 0.588 3.636 3.022 2.465 1.966
0.287 1.427 0.801 2.200 1.793 1.427 1.105
0.387 1.161 0.950 1.086 0.873 0.684 0.518
0.522 0.867 1.003 0.432 0.35! 0.284 0.222
0.705 0.547 1.172 0.231 0.180 0.136 0.099 .
0.952 0.148 1.819 1.701 1.449 1.217 1.006
1.000 0.030 3.174 6.492 5,992 5.513 5.053

Институт механики 
АН Армянской ССР
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Ռ. ։ր «ւԻՐԱԿՈՍՏԱՆ

ԱԱՐԱԿՅՎԱԱ ԿԼՈՐ 11Ա1.1» ԱՌԱԱԴԱ-ՊԼԱ11Տ1'ԿԱԿԱՆ ԱԱԱՆՑՔԱ-111վքհ$ՐհԿ 
TFO-nbin: ԿՈնւԱեՎ ՐԱՇԽՎԱԱ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ PblH' ԱԱԴ1ւՑ111»Թ:)ԱՆ ՏԱԿ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում է եզրում ամ րակցված կր՚ր սալի ա ո ա ձգւս ֊ պլա աո իկա կան 
աոանցրասիմետրիկ ծոումր, երբ սայի կոնաձև բաշխված բեոր 'ասաատուն 
համազորով ձ՚յաոլմ է Հավասարաչափ բաշխված բհռխ (‘նզ որում րեոի էիս լիս­
ի՛ hi[ljt!Հոր ! 'վ1 ու դրվում Լ սւյնրան դանդաղ. որպեսզի հնարավոր լինի իներ­
ցիոն էֆեկտներն արհամարհելւ

Հոպց է տրվում, որ րեոի նշված վւոփոխոլխյունր առաձգական սողում 
աոայացնում է միայն բեռնակափ tn մ. Ենթադրելով, որ աւքբողշ սալում տեղի 
կունենա միայն րեոնաթ տփում նաև սալի արւաձզա֊պլասաիկական ծռման 
ոեպրում, կառուցվում է գրված խնդրի լուծումը' օգտագործելով նախնական 
սւոաձւրււ֊ պւաստիկական խնդրի նախօրռր գտած ճշգրիտ լուծումը։ Հետագա֊ 
յոլմ ցույց Լ տրվում, որ այս կերպ ստացված րււծումր ապ ահովում Լ ամրուլյ 
սալի րեսնախավէում ։

ON ELASTIC-PLASTIC AXISYMMETRICAL BENDING OF 
A CIRCULAR FASTENED PLATE UNDER THE EFFECT OF 

A CONICAL DISTRIBUTED VARIABLE LOAD

R. M. KIRAKOSIAN

S u in тагу

The ehdic-plas ■ ic axisymmetrical bending of a circular plate fa­
stened over its contour, carrying a load shose conical distribution with 
a constat.: . esul! nl .ends to be uniform, is considered. The variation 
in load js assumed to be so slow that inertial effects may be neglected. 
It is shown .h? ii: ։he elastic r.se due o variation in load the process 
of unloading alone t.dces place throughout the plate. Assuming the 
plate to be only unloading in the elas’. -pLaslic case os well, the so­
lution ■ ‘.lit- proi.ism ՛ ioune by emp.oy.ng the solution for the initial 
elastic-plastic problem obtained preliminary.

The solution thus found is shown to provide unloading throughout 
the plate.
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