
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԴԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А РМЯНСКОЯ ССР 

1Ո>{սարփկա XXV- № I. 1972 Механик*

А. А. ХАЧАТРЯН

ЧИСТЫЙ ИЗГИБ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ, 
ИЗГОТОВЛЕННОЙ ИЗ РАЗНОМОДУЛЬНОГО МАТЕРИАЛА

1. Рассмотрим прямоугольную пластинку, находящуюся под дей
ствием изгибающих моментов интенсивности = Л/։ и = М.,, 
равномерно распределенных ио ее краям (фиг. 1). Пусть пластинка 
изготовлена из разномодульного материала [1, 2] с упругими посто
янными

1 1
°11 £+> °п Е՜'

у+ V՜

“1, = ՜£7՜ = ՜£ր

Под действием указанных на фиг. 1 изгибающих моментов верх
ние слои пластинки растягиваются, а нижние — сжимаются. Следова-
тельно, нормальные напряжения 'л и ՜„ по толщине пластинки меняют

свои знаки, обращаясь в нуль где-то на уровне г = — у։ и 
2

Л
2 ’*

соответственно.
Для определенности предположим а32 

видно, что и т12 будут положительными 
считать, что 7л=^='^. Для изложе
ния удобно будет принять неравен
ство •'.2В дальнейшем мы вы
ясним, при каких соотношениях 
между моментами и это не
равенство будет справедливым.

Таким образом, пластинка по 
толщине делится на следующие три 
области с различными знаками на
пряжений з> и У/

а,л {Е > Е ). Тогда оче- 
и при М1 — ԽԼ естественно

։) - 4<г<у7՛1 <°> ’» °)՛ 2> у т<> <
(=,>0, ։,<0),

(’->0. з,>0).

Законы упругости для этих областей будут [1, 2]

ел- = а2.уз, -|- о։е5у 
Դ = а^-зх 4֊ а221.,

при
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ег = апэ, - а։;з, 

4 = 4:- ; 4։4

К_
2

А
—՝Ч-2 4 (1.1)

ел = аиз, 4* О1-Ч 

су — а1:3» 4- апз,

Л 
при —

'2

Принимая гипотезу Кирхгоффа-Лява, для компонент 
будем иметь

деформации

(1.2)

где с.. *1 — деформации и изменения 
(/»0) пластинки.

Подставляя (1.2) в (1.1) и решая

кривизн срединной

относительно з, и

поверхности

зу, получим

4 = 4 4- «4

0, = Зе!1 4 А . ֊ 4 А
а Л

9

А
24 А <*1:1 ■ _ 4А Я.։А

при

ана_.._. — <։>*

_ «и-.՛ “и-
4--------------------- 5

апа.>. - аг

•3 аи£1

- °;՜

и.:*1 ~ и\:'-
5 а։։а-. — а,?

о»4 - “
41°“ — 42

при
А
2 Тд (1.3)

ан — о։.՛

4 =

о

Л
2

ап — 4 к

2 2. _ а։»4 —4А
V 5 7~ап — а։:

Эти напряжения должны быть непрерывными по высоте пластинки
то есть они должны удовлетворять следующим условиям:

~ Д1А
2 5

ац — аи

с = з.
А

= 0, и-.՜"! (1.4)= О
|,..+о

Удовлетворяя условиям (1.4), находим

— | ЧЧ 4֊ опх. - а18ж. 

и։:ах - аг.

Ь 
9

(1.5)
А

2
5? ։=

«։»а2: «։?

Отмстим, что при этом непрерывность напряжений ^при

/ ? Л \ г
и зл (при г - т4: ) обеспечивается автоматически.

А
2 ’,։
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С учетом (1.5) выражения для напряжении (1.3) приведем к виду

Эти напряжения в пластинке вызывают следующие усилия и моменты:

Г» = \ зл</г — О,

М, - /И.,

— О

(1.7)

где интегрирование производится по всей толщине пластинки.
Подставляя значения напряжений из (1.6) в (1.7), получим сле

дующую систему четырех уравнений относительно неизвестных <4, 
т(1 и ж;

(а..֊/., а
СИ-Ч։)2 к 2֊ Ъ '<•
*~7 -2՜ Чи
аз2 — а »2 апа2» — а у;

/ -И1 ֊ п
(Он'Ч О и7՜՛.’) •> •• 6

ан — а։з

(аиХ2
(1 ֊ '^֊

2 
ап а12

Ой
2 -I- Гц ~т~ 
аца22 а?2 .

(аиг... - о,Л) -Цн-М- = 0 (1.8)

022 — 012

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 1
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(1 4-т1:)2(2 —тн) 3(т12- 7а) 4-7.; — 7,3
----------5--------5--------- г------------------------ 2--------4-

<02 — «!2 «п« 22 — 012

(ап/։ - и12х2)
(1-^42 4-^) _ 48 м 

ап — ап А3

(ап7-2— а^х,)
(1 — <>)г(2 1. 7^) 3 (т,. — 7„) -{- /3 -

ай—ап апа22—012

. , ,(1 Ч-Л1)2(2-7и) 48..
4՜ (а^ — а։2х։) ------- ~------ ------ =----- М.~

а& — ай /г՝

Решение этой системы в общем виде связано с математическими 
трудностями. Однако, приведенный ниже некоторый качественный 
анализ вносит полную ясность в решение поставленной задачи.

С помощью первых двух уравнений последние дна уравнения 
системы (1.8) можно представить и виде

^22^3 ^12^2
48 ЛД

Л3 А

48 М, 
ап/. а։.у/.։ — .

/Р Дл

где

Л. = 4Л
022

-1- (^, - 
а։2

(1 4- та)‘ 
2 2«22 — 012

(1 ֊

«11 «22

ч.)8
•2— а 12

А 4(1

— »12

(1 4՜ г<й)“ (I г/2):
ан «н«22~ «ы ан-֊ ап

Из (1.9) найдем

48 / М, МЛ
71 — '֊ \ / □ ( а‘։ ' л ' а։-‘ л I

(а„а2._. — ап) Л 3\ А. А,./

48 / М} , МЛ
'/2 ( ■ \ 13 ( а'2 ~Л л )

(апаи — ап) Л3 \ А1 А.,/

Подставляя теперь значения и х, из (1.11) в первые два уравнения 
системы (1.8), получим следующую систему двух уравнений относи
тельно 7И и т(2:

I О-Ьт/гГ  (1֊ ^ I м, а^֊ «н) (1 Ч2)* М._ _ 
| 022 — 012 апа2о֊ ай! А1 (ай ай)(апап.>- ай) А..

(1.12)
ап(аз,-^ои)(1 4֊ С1)2 Мх_ + I (1 ֊г _ (1 ~ = у

(в22 ап) (апОа — ап) Аг |аПа22—а?2 а'й — а\- А2

Система (1.12) является однородной относительно М1;А1 и М..1А... 
Поэтому вместо одного из этих двух уравнений можно взять урав-
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пение, подучающееся при приравнивании нулю определителя системы 
(1.12). Тогда с учетом последнего преобразуется и другое уравне
ние и окончательно получим следующую систему для определения 
Ъ и

причем из принятого выше предположения (а22^> аи) следует, что 
а 1, 6 <С 1 и с<^1.

Прежде всего нас интересует существование и единственность 
решения системы (1.13) в интервале 0<^ >։1 < 1. Для этого на
плоскости т1Ь рассмотрим график։։ функций, выражаемых уравне
ниями (1.13). Первая представляет собой монотонно убывающую функ- 
щпо в интервале /0 <; 1. Учитывая принятое выше предположе
ние можно ограничиться исследованием функций к интервале
(*о> где

1-6
1 + ь

(1.15)

Вторая представляет собой монотонно возрастающую функцию в ин
тервале (л0, 1), причем для нее неравенство выполняется при

(1.16)

Отсюда можно заключить, что графики рассматриваемых функций мо
гут пересекаться в интервале (>0, а„), если для а, выполняется нера
венство /а <_ /1 А2, причем это пересечение будет единственным. 
А из этого неравенства следует, что 0.<^р<1, то есть
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Таким образом, если для материала пластинки а^^-Он, то при 
Мг М.: 0 (р<О) система (1.13) дает единственное решение, удов
летворяющее неравенству 7П 0. Это решение заключено в пря
моугольнике (фиг. 2), определяемом неравенствами

I а2 4֊-^ -1

- -- , - ----(1.17)

Очевидно, что при М. > М\ 0 и ау: «п будем иметь •/;.
Если же о՛;՝ <С «и« то при положительных моментах Л/, и М.. в при* 

пятой системе координат ?•, и будут . 
отрицательными.

Отметим, что для каждого конкрет
ного материала и при заданных значе
ниях моментов из системы (1.13) с лю
бой точностью можно вычислить >,։ и \... 
Далее с помощью приведенных выше 
формул можно вычислить все интересую
щие нас величины.

Ниже приведем некоторые частные 
случаи рассмотренной задачи, которые 
решаются до конца.

а) М, = М. = Л/
В этом случае очевидно, что >)։ т}2 — е-

Поэтому
£, 7.։ = = X.

ел — еу = з 4՜ = '• (1.18)

7. 
=х = -

«22 4֊ а12

X 5Д. _ ---------- -------
«114- аи

при

при

_Л 
‘ 2

/1

2

2 11

£
2

г----- -
л
2 "

Л

(1.19)

Вычисляя теперь усилия и моменты, найдем

Л = Г,
•/7? 1(1 Ч-тз)2

«г24- «г.-

(1 *,)*

«хх «и
(1.20)

48
(1 -тЛ8(2 М)

^22 4՜ «12
(1.21)

= 0

= м
«XX

С учетом (1.20) уравнение (1.21) можно представить в виде 

---------------------- --  м
12 (аи 4֊ а12)

(1.22)



Чистый изгиб пластинки из разномодульного материала 9|

Из (1.20) МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ т

г։- _Е°«4-с<32—1 (! 23)
I а22.ч- О12+ | аи4-аг.

Учитывая (1.14), нетрудно показать, что в этом случае значе
ние »} (1.23) совпадает с /... (1.15).

Из (1.22), учитывая (1.23), для >■ найдем 

зм ________ _________
у՝ = — (1 «за4՜ в:2-г I <*114՜ а։г)՜ (1.24)

Подставляя теперь найденные значения /, и ՛/• в (1.18), для ֊ получим

г = ֊~֊(ае2֊ап) (1.25)
у Л**

б) Цилиндрический изгиб бесконечной полосы.
Пусть пластинка, бесконечно длинная но направлению оси у, из

гибается моментами Л/, Л/. В этом случае очевидно, что деформа
ции по направлению у отсутствуют (еу 0). Поэтому

/ h \ het = 5, 4֊ г/., = г.Ц- -֊ vJ, (1.26)

с,л h h
при "Т <г<Т”'

anvi / Л \3< = -о—— ( 2-------- Л1 )'Оп-°:Л 2 )
аг. Л h

3V =------- при — К*< ,7
а11 - 2

(1.27)

з, =

Вычисляя усилия и моменты, па идем

-'֊՛./՛- ». <1 ֊; т0* o>i (J рГ I = 0
8 <&- «П «՝;• I

М!= tjtf g2,.(l -i- yJ'(2 - yj) , fl» (1 — т^)г(2 r T;>
48 °n — a?2

С учетом (1.28) уравнение (1.29) приведем к виду

х, (1 -I- g)s м
12 (си — с»)

Из (1.28) для получим

V Q» (g-h — Д?г) - - Г Q22 (о?1 — Д»)

И а։1 (а;2 — а'У 4֊ 1 aâ2 (а֊։ — cj,)

Из (1.30), учитывая (1.31), имеем

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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Подставляя найденные значения ■, и уч в (1.26), для г։ получим

зл/
е: ~ —՛'—(«и «и) + «У (1 -33)

2аиа..Лг

Вычислив теперь усилия и момент в сечениях, перпендикуляр
ных к оси у, получим

Г,” м^_ ^ЛС|2(а]14.а։г)+гХазг а>1)] (1.34)
2апа.,.:Н 4апай2

Как видно из формул (1.34), в отличие от обычного материала 
(пп = а.,.,), в этом случае при цилиндрическом изгибе в продольном 
направлении появляется тангенциальное усилие.

в) Чистый изгиб узкой полосы (балки).
Пусть пластинка по направлению I/ имеет малую ширину и из

гибается моментами М, == М. В этом случае фактически мы имеем 
дело с изгибом балки и поэтому естественно считать, что в сечениях, 
перпендикулярных к оси у, напряжения отсутствуют (зу — 0).

Тогда будем иметь

Вычисляя усилия и моменты, найдем

т, = <1~у>)2
8 I а22 ап

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Л€ = |ап (1 4֊ ■><)։(2 г,) + вя(1-ч)«(2-г()] = Л/ (1.38)
4оапа22

С учетом (1.37) уравнение (1.38) приведем к виду

Из (1.37) для т, получим

----- 1<£ц (140)
V ам 4- | а։։

Из (1.39), с учетом (1.40), имеем

с-«)
Л
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Отметим, что формула (1.41) впервые была получена С. П. Тимо
шенко [3].

2. Рассмотрим изгиб прямоугольной пластинки под действием 
изгибающих моментов с различными знаками: Мх — М1, М.у = М2 
(фиг. 3).

Следует отметить, что при таком нагружении имеем новую за
дачу, существенно отличную от предыдущего случая. Однако, ход
решения задачи не отличается от 
предыдущего, в связи с чем неко
торые подробности не приводятся.

Здесь также предполагая 
нетрудно заметить, что 

пластинка по толщине делится на 
следующие три области с различ
ными знаками напряжений -г и зь.: 
и—|<*< ֊’«(=.<0. ъ>0).

Фиг. 3.

2> -4ъо<4’!* (5'<о> ’’<°>՛ з> 4’'-<г<4(=’>()'=’<0)-£> £ £ £

Принимая гипотезу Кирхгоффа-Лява (1.2), законы упругости для этих 
областей можно привести к виду

апа.: -а֊։

г 4-ОолХа ^12՛՜՜!
апа.^ — а|2

л
2՝

кри

При этом для компонент деформации срединной поверхности пла 
стинки будем иметь
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։։ = ~ I ^*1 —«1^61 I- -----֊;֊
I «22 - «и 2

г 
. . а.,п7.. - а,пу-.. I Л

®2 == а12(7։1 г,՛..) -֊֊^-------р- —

(2.2)

Вычисляя теперь усилии и моменты и учитывая, что Тх= 7'у=0, 
Мл — М}, М,։ = М.., получим следующую систему четырех уравне
ний остносительно неизвестных ;х։, х2, 7։ и у<2:

2
а

(«;-Л ’ «12*2)
и -ъУ

«1 ։ «22 «!’■

Г12

а?з .

(«11Х1 «12У2) 2՜ — О

«1։ «22 «42

(1-<аУ
(«52*2 а„х։)

апа22 а'{..

-(а1։7.2 а12х։)
«п«_2 «12

(2.3)

(а. а^Хо)
(1-^)2(2 •'»,) 

«11«22 С1р|

зих л2)
«22 «?2

(«пут «127з) <1 Л.)2 (2 I- Л;) 48
----- М,/Р 1

(«8**2 " * «12*1)

«и «22 «52 «22 - «?2

֊: (апх2 - а:2х։)
(1 7аГ(2-7н)

«И«22 «|2

48 Л/ 
---------м /г

«Л«.։: «г՝

С учетом первых двух уравнений последние два уравнения си
стемы (2.3) можно представить в виде

аа. ./■,

«■„2Х2 «12*1 *՜

4§_ ЛА
Л3 В,

48 /И;
Л3 В.

(2.4)

где

Д 4(1-31)
и ։,

а____и);
а'*, - ар

апа,. - а и2, —

(1 >.,);
«п «’.'2 ор.

_а_____

«П«22՜ ~ «12

(2.5)



Чистый изгиб пластинки из разйомодульиого материала 25

Из (2.4) получим

•18 / Му М., \
Х’՜ («£“ А3 Г* Вг а“ В,)

48 / М.. Мх \
*2՜ (а^2 ау/?Г22^

(2.6)

Подставляя (2.6) в первые два уравнения системы (2.3), получим

' (1т _ (М,)2 I Л£, ап)(1 ֊^)- М. = 0
. «•» “«12 «и«з2—«?? I В, (ап«2с—(«22“ «9 В2

Ыоц-апШ-^)8 + I (1 ; т|2)= _ (1֊т;2)2 ] Л4<= 0 
аца^, — а'У (а;2 — а֊2) Д։ | аЯ, а*2 апа22—а֊2 £,

(2.7)

Эта система однородная относительно МуВг и М2)В2.
Поступая аналогично предыдущему случаю, окончательно полу

чим следующую систему для определения ти и т}г:

прячем, согласно предположению а22^>аГ։, имеем п<^1.
На плоскости т?։, т12 рассмотрим графики функций, выражаемых 

уравнениями (2.8). Рассмотрим пока случай р<1. Здесь можно огра
ничиться исследованием функций в интервале (=0, с2), где

I т~ рл — 1
° 1! т* -|- рп -}- 1 (2.10)

поскольку, как видно из второго уравнения (2.8), только в этом ин
тервале выполняется неравенство г։1 - у,.. 0.

В указанном интервале первая из (2.8) представляет собой мо
нотонно убывающую функцию, график которой симметрично распо
ложен относительно биссектрисы координатного угла г12 = гп и пере
секается с ней при т}1 =

1 ли ՜ -г п —1 
Г т2 4- п 4-1

(2.И)
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Приведем значения этой функции при указанных характерных зна
чениях аргумента

??й(՝о) — '2> т1г(?1) ~ ’1’ '^(’й)— ’’О (2.12)

В рассматриваемом интервале вторая из (2.8) представляет со
бой (при |*<1) монотонно возрастающую функцию и при указанных 
характерных значениях аргумента принимает следующие значения:

4 ли2 
М«о) = " *о» ’?։(’։)=--------- м» — 0) — 4- со (2.13)

п

Исходя из (2.9), можно ^показать, что т2 > 2 (2 • У'З ) п^>7п.
Тогда для (2.13) будем иметь

”«(■=,) ֊ — ֊5, >28-г։»^ 
п

На основании приведенного выше можно заключить, что графики 
рассматриваемых функций при принятых предположениях пересекаются 
в интервале (с0, £։).

Таким образом, если для материала пластинки аи «и, то при 
МУ>М., (?<С1) система (2.8) дает единственное решение, удовлет

воряющее неравенству Это
решение заключено в прямоугольнике 
(фиг. 4), определяемом неравенствами

:0

Очевидно, что при М1 (р^>1) и 
«2г > ап будем иметь тн >

Рассмотрим частный случай, когда 
М- = М..-= М. В этом случае очевидно, 

1| что Л'2=>,՛. Однако, п отличие от рас
смотренных выше частных случаев, здесь 
по толщине пластинки имеем три обла
сти с различными знаками напряжений.

Записывая соответствующие уравнения и соотношения (их не 
будем приводить), замечаем, что в этом случае

X, Б1 = 5.
^1'

«г,2 -}- о,..

При этом уравнения для определения и х существенно упрощаются 
и мы находим

У т1-- п — 1

И т ~ п -г 1
ЬМ { , (| тЧ- л +1)’

х — — (а,2 — аг.) ----------------------------
Л3 ’ 2т2 -

зм
А*

(«22 ~ Рг„՛)

*1
И ’’т

Институт моха пики 
АН Армянской С СР

пг -|- п — 1 
2т2 — п?!

Поступила 23 XII 1970
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Ա. Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

ՏԱՐԱՍ՚ւՈ ՈԻԼ ՆՑՈ1ՓՓՑ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 11Ա1.Ւ ԱԱՔՈԻՐ 
ԱՌՈՒՄՐ.

Ա Ա* փ n փ n ւ մ

Դիտարկէքած /; աս։րամ иղուլ նյութիր սյասւրասԱէված ուղղանկյուն սայի
Հոման խնդիրր, երբ փ ո ի։ nt ղղահ ա յա րյ եղրերէէէմ աղղող մոմենտներր միև
նույն ն՛շանի են և երբ նրանբ նշանով տարբեր են։ կերված են մի շարբ մսա
նավոր ղես/րեր, սրոնր Համար սա աղված են վերջնական բանաձևեր։

PURE BENDING OF A RECTANGULAR PLATE MADE OF 
HETEROMODULUS MATERIALS

A. A. KHACHATRIAN

S u m m a г у

Bending by moments acting on reciprocally perpendicular sides 
of a rectangular plate made of heteromodulus materials is considered. 
Some particular cases are presented for which final formulas are ob
tained.
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