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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОМ 
РАВНОВЕСИИ ТЕЛА ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ ВНЕШНИХ

ВОЗДЕЙСТВИЯХ

На ренонс общих теорем теории упруго-пластических сред, до
казываются некоторые теоремы об упруго-пластическом равновесии 
т*л.< при переменных внешних воздействиях, при этом рассматривают
ся устойчивые в смысле постулата Друккера идеально-пластические 
Н произвольно упрочняющиеся материалы.

1. В прямоугольной декартовой системе координат х։ рассмо
трим тело, находящееся под действием массовых сил X , поверхностных 
нагрузок Р, , приложенных на части поверхности 5/։, и перемещений 
»и-, заданных на остальной части поверхности тела 5„. Будем считать, 
что эти воздействия зависят от времени /, но они настолько медлен
но изменяются, что можно пренебречь инерционными эффектами. 
Вес деформации считаются малыми, в силу чего при составлении 
уравнений равновесия и граничных условий прёнебрегаются изменения 
Геометрии тела, вызванные его деформированием. Материал тела пред
полагаем устойчивым в смысле постулата Друккера, идеально-плас
тическим или произвольно упрочняющимся с регулярной или сингу
лярной поверхностью текучести. Для упрочняющихся материалов до
полнительно будем считать, что функции упрочнения нс зависят гот 
скоростей напряжений. Таким образом, рассматриваются те материалы, 
для которых доказаны общие теоремы теории упруго-пластических 
Сред [1].

Известно, что распределение, скоростей напряжений 3/, в упроч
няющемся материале статически возможно, если оно удовлетворяет 
дифференциальным уравнениям равновесия п объеме тела И и краевым 
условиям для напряжений на .Ч\„. Статически возможное распределение 
скоростей напряжений в идеально-пластическом материале должно также 
удовлетворять дополнительному условию

/’ = ^֊-,7^0, если /—О (1.1)
' ч

так хак материал не может воспринимать напряжения, превышающие 
предел текучести (/ функция текучести).

Согласно минимальному принципу для скоростей напряжений [1], 
абсолютней минимум выражения*

Случай рззрыяиых полей иг рассматривается.
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(1.2)

определенного для всех статически возможных распределений скоро
стей напряжений отвечает действительному распределению ско
ростей з,г • Здесь через ч,> обозначены скорости деформаций, соот
ветствующие статически возможным скоростям напряжений Зф п,- - 
единичный вектор внешней нормали к поверхности тела, суммирова
ние производится по повторяющимся латинским индексам.

Рассмотрим решение краевой задачи в скоростях напряжений 5 
линейно упругой постановке, то есть распределение скоростей упру
гих напряжений -)/' при тех же скоростях изменения воздействий 
X; , Р, И 1Ц(,.

Очевидно, что эти скорости в случае упрочняющихся материалов 
всегда, а в случае идеально-пластических материалов при соблюдении 
дополнительного условия (1.1) являются статически возможными. Сле
довательно, в качестве статически возможного распределения скоро? 
стей напряжений можно принимать поле скоростей упругих напряже
ний 4Г, при этом не забывая, что в случае идеально-пластических 
материалов это означает ограничиться классом задач, для которых 
условие (1.1) удовлетворяется.

Полагая з,-г - 4/, согласно минимальному принципу для скоро
стей напряжений имеем

֊ 1 4'1^11'1<Л’ ( -у Сц ( ^(,пцц </$ (1.3)
& ' ։ «у

V V %
где з,,- и действительные поля скоростей напряжений и рефор
маций. Скорости деформаций £,֊/' соответствуют статически возмож- 

„ '(е)ным скоростям напряжении з17 и имеют вид

’’(о_  д Д(«) ՝' <•)_ '<*) ‘‘.м и Д|

где 4/> действительные скорости деформаций в идеально линейно- 
упругом теле при скоростях воздействий X,-, Р,- и а 7 ско
рости пластических деформаций, которые имели бы место, если бы 
действительные напряжения с։- изменялись бы со скоростями 4;>-

Уравнение виртуальных работ [1]

сц$ц</г> — Х( и,(1и 4֊ Рцц</& (1.5)
ПУ*

справедливо для любого распределения скоростей напряжений ^֊.урав
новешенного внешними нагрузками X/, Р,-, и для любого поля скоро-
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стен перемещений п։- с соответствующим ему распределением ско-
росте» деформаций

-ч Т (м'՜ / н՜ и‘՝ /)

(запятая перед индексом / означает частную производную по коорди
нате X/). В уравнении виртуальных работ (1.5) поля скоростей
-</. вообще говоря, не связаны между собой.

равпове
Заметим, что разность скоростей

шена и соответствует нулевым
напряжений |з'/՜' зг-. | самоу- 

скоростям на 5'/։; действитель
ные скорости деформаций е,-. совместны и 
на 5И скоростям м,ч>. 11рименяя уравнение 
для [о*/’ с,] и :гу , находим

соответствуют заданным 
виртуальных работ (1.5)

Зо]" м. I [4? (1.6)

и

С помощью (1.5) и (1.6) неравенство (1.3) приводим к виду

( е'7мЛ, у о (1.7)

где

/'։‘Г Д/, =/;]</<.< (1.8)

Минимальный принцип для скоростей напряжений для идеально 
линейно-упругого тела формулируется так же, как и для упруго-пла
стического тела, только с той разницей, что скорости деформаций 
-и, соответствующие статически возможным скоростям напряжений 
'а, определяются из соотношений упругости

֊Н— Атал-Ш (1.9)

В качестве статически возможного поля скоростей напряжений в рас
смотренном „упругом" теле можно принять =,•, - о/(, то есть дейст
вительное поле скоростей напряжений в реальном упруго-пластическом 
теле при тех же скоростях воздействий X, А и /ы.. При этом роль 
действительных скоростей напряжений и деформаций играют 4? и 

решение „упругой" задачи в скоростях.
Согласно минимальному принципу для скоростей напряжений 

„упругого" тела при -з/, — имеем
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-֊- ( | "цп/и, УЛЧ)''</г> ֊ з‘’’п/нЛ|</з (1.10]

Пользуясь уравнением виртуальных работ (1.5). для самоуранноке 
шейных скоростей напряжений («/. ] и действительных скоросте
деформаций „упругого*4 тели ч, , будем иметь

(1.11

Учитывая (1.11), из (1.10) получим

। 1®О5О ‘</՛ ։‘Г 2«,•/։!*'| </о 0 (1.12
*

Гак как |1]

•*/ = «о ' Р//

где р, скорости остаточных напряжений, из (1.9) для ч. имеем

Ъ-/ А,/и I «лк — - «й’ ч^ (1.13

Здесь через =■ обозначены скорости упругих деформаций, соответ 
стнуюшйе скоростям остаточных напряжений о...

Подставляя (1.13) н (1.12). находим

( * Зо2г’’* «г/4Г] Л-՛ ՛;-• 0 (1.14

Из уравнения виртуальных ра»5от (1.5) для самсуравновешенных ска 
ростов [:,/ - -з'Л’| и совместных скоростей деформаций [:.•/ ч'1], ко
торым отвечают скорости перемещений, рапные нулю па имеем

0=,. «;;’|л֊-о (1.15

V

Вычитая из (1.14) два раза (1.15) и имея в виду равенство

։О “ <о‘ *0» 4 1ц

иол74нм
Л V г.

] | «// 0 (1.16

Как будет показано ниже, неравенства (1.7) к (1.16) позволяют дОМ 
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зать некоторые теоремы об упруго-пластическом равновесии тела при 
переменных внешних воздействиях.

2. Теорема о приспособляемости при произвольном упрочне
нии материала. Известные теоремы Мела на и КоЙтера о приспособ
ляемости тел к переменным нагрузкам относятся к идеально-пласти
ческим материалам. Для упрочняющихся материалов в силу появляю
щейся деформационно։։ неоднородности пластических свойств нельзя 
•жидать существования теорем о приспособляемости в обычном смысле. 
Вопрос о приспособляемости при упрочнении материала, разумеется, 
должен ставиться вполне конкретно, с указанием конкретной про
граммы изменения внешних воздействий, предшествующей наступле
нию приспособляемости.

Пусть в момент времени I = /0 в теле из упрочняющегося мате
риала реализовано упруго-пластическое состояние

°«7 = «// (*о), е*/ = ֊'/ ('о) (2Л)‘

•твечиющее значениям воздействия

X - X; (/0), Р( ы*1 - на. (/ь)

при данной истории их изменения.
Допустим, что в дальнейшем к некотором интервале времени

/ /։ воздействия на тело X, Р,_ и ис изменяются таким обра
зом, что ни в одной точке тела не появляются новые пластические 
деформации. Тогда будем говорить, что тело из упрочняющегося ма
териала. имеющее при I = /0 упруго-пластическое состояние (2.1), при
способились к дальнейшим изменениям внешних воздействий в дан։н>м 
интервале времени Термин „приспособляемость“ при уп
рочнении материала будем понимать именно в этом смысле. Гог да 
справедлива следующая теорема.

Теорема. Для тою. чтобы тело из упрочняющеюся мате
риала. имеющей* при I упруго-пластическое состояние (2.1), 
приспособились к дальнейшим изменениям [внешних воздействий 
X, Р; и и,., в интервале времени I /։, необходимо и доста
точно, чтобы Напряжения

г
/0 з I, (2.2)

ни и одной точке тели не вызывали бы новых пластических де
формаций. то есть удовлетвори лосгг бы условие

= о, /. </֊<(, (2.3)-

^Необходимость условия (2.3) непосредственно вытекает из определе
ния приспособляемости.
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Заметим, что достаточное условие приспособляемости тела при 
устойчивых упрочняющихся материалах с помощью постулата Друк- 
кера можно представить в виде

Ъ} Й/Л» = 0, /0 < I < /։ (2.4)

и

где -(> и 5։-; действительные скорости напряжений и пластических 
деформаций.

Достаточность же условия (2.3) докажем путем установления 
неравенства

5/'' З;/'^ >• «гу <//</« (2.5)
и ••

Нетрудно заметить, что, складывая (1.7) и (1.16), приходим к нера
венству (2.5), чем и завершается доказательство сформулированной 
теоремы.

В качестве примера применения этой теоремы может служить 
задача об упруго-пластическом осесимметричном изгибе круглой за
щемленной пластинки под действием конусообразно распределенной 
нагрузки, которая при постоянной равнодействующей устремляется >: 
равномерной нагрузке.

Заметим, что доказанная теорема о приспособляемости позво
ляет, в частности, выяснить вопрос о наступлении процесса разгрузки 
во всех точках тела.

3. Теорема о работе скоростей внешних нагрузок. Из (1.16) 
силу постулата Друкксра ’следует неотрицательность интеграла 
(1.8), который при фиксированных перемещениях на 5„ г помощь! 
уравнения виртуальных работ (1.5) приводится к виду

Таким образом, доказана следующая теорема.
Т с о р е м а. При фиксированных перемещениях на 5а работ 

скоростей внешних нагрузок X, я /Л для упру го-пластического т 
ла из упрочняющеюся материала (или из идеально-пластическох 
материала, но при соблюдении условия (1.1)) не меньше, чем л 
случае упругого материала.

Теорему в общем случае можно доказать и для идеально-пласп 
ческих материалов, освобождаясь от ограничения, налагаемого ус.м 
вием (1.1). Однако, на этом останавливаться не будем.

4. Теорема о действительности статически возможных скорости 
изменения упругих напряжений для тел из идеально-пластических ма
териалов.
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Для устойчивых идеально-пластических материалов, согласно 
постулату Друккера, имеем [I]

3й,£// = 0 (4.1)

для всех соответственных скоростей изменения напряжений и скоро
стей пластических деформаций.

Имея и виду это обстоятельство, для значения интеграла / 
(1.8) из неравенств (1.7) и (1.16), соответственно, получим

У СО и />0 (4.2)

Комбинируя эти неравенства, приходим к результату

У = о (4.3)
В сиду этого, в случае идеально-пластических материалов, значения 
выражения (1.2), определенные для статически возможных скоростей 
упругих напряжений 4*’ и действительных скоростей совпадают. 
Согласно минимальному принципу это равносильно совпадению са
мих скоростей напряжений, то есть

4/ = (4.4)

Отсюда вытекает теорема. 7> случае идеально-пластических ма
териалов статически возможные скорости упругих напряжений 
являются действительными.

Из этой теоремы, в частности, вытекает, что если в некотором 
интервале времени скорости упругих напряжений обеспе
чивают приспособляемость упруго-пластического тела из идеально- 
пластического материала, то приспособлямость на самом деле будет 
«•пес печена. Этот результат отличается от теоремы о приспособляе
мости Медана тем, что предполагает наличие решения упруго-пласти
ческой задачи для некоторого момента времени /0, что позволяет 
существенно упростить вопрос выяснения приспособляемости тела к 
дальнейшим изменениям внешних воздействий при I 1։).
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SOME THEOREMS ON ELASTIC-PLASTIC EQUILIBRIUM OF A 
SOLID UNDER VARIABLE EXTERNAL EFFECTS

R M KIRAKOSiAN

S ti in in a г у

On the basis of general theorems for elestic-plaslic media sonic 
theorems on elastic-plastic equilibrium of a solid under variable externa 
effects are proved.

Perfeclly plastic and arbitrary hardening materials are considers 
in terms of Drucker’s postulate.
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