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А Л ГУРГЕНЯН

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЛЕГРЛСЛ К ЗАДАЧЕ О 
ДВИЖЕНИИ ЖИДКОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Рассматривается плоская нелинейная задача по определению па* 
раметров движения жидкости в окрестности точки соединения волно- 
иьг фронтов методом Леграса |1|. К типу таких задач относятся за­
дача движении жндкоп՛ полупространства под действием ударной 
волны или твердых тел. а также задача •՛ дифракции ударной полны 
на клине или конусе |2| (։1

В» всех задачах н линейном случае возмущенная область огра­
ничена звуковой окружностью /?/>' и линиями Маха АВ А 'В'. соот­
ветствующими волновым фронтам, порожденным возмущениями ко 
фронте на поверхности. Для определенности рассмотрим задачу о 
д жжении сжимаемой жидкости под действием давления, возникающего 
на поверхности в точке О и движущегося пи границе жидкости по 
закону (фиг. 21 

О .г ՝ > 1'7

где Р давление, I время от начала движения, К скорость фронта А 
1՝ .՛. ния но границе жидкости. Р՝ давление в точке И, Р„ профиль дав՜ 
\"ни- за фронтом на поверхности. В случае, когда давление возникает в 
одной точке на поверхности, задача будет осесимметричной, если же дав­
ление возникает вдоль прямой ни поверхности задача будет плоской. Ре­
шение плоской задачи в линейной постановке для давления Р при гранич­
ном условии (1) и пулевых начальных условиях найдено в [21, причем па 
АА' ; АВ' Р Р,, а вблизи />/■> , если ввести полярные координаты 
г։. ', давление имеет вид
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где а начальная Скорость звука в жидкости.

Гешени-- (2) имеет особенность на звуковой волне г. - и/. Для 
и. правления решения можно применить метод замены чиненных ■ <нч.к- 

герметических переменных / ' - через где У’։ const уравнение

нелинейных характеристик [3]. Однако, это исправленное решение не 
верно вблизи точки /э, где течение становятся двумерным по г„ В 
|3 показано, что в этой области решение будет короткой волной, : 
висящей от двух переменных, и найдено частное решение этих у рав­
нений. Для вышеперечисленных Задач решения в окрестности точки 3 
методом коротких волн исследораны в [4]. причем условие непрерыв­
ности касательной составляющей скорости к ударной волне го р>. 
задачах выполнено \ишь в нуленом порядке.

Покажем, что используя метод Леграса, который приводит к 
численному интегрированию системы обыкновенных джрференпи.՜.?: - 
пых уравнений, можно определить окрестность точки. /3 сосди! • ։ .я 
фронтов коли, причем условиям на ударной волне удовлетворит; •՛՛ 
втором порядке,.

Рассмотрим метод Леграса.
В окрестности точки 13 сриг. 2 параметры жидкости вреде:, им 

ь виде

у ( ’ ) г (’) 4՜ //։ Р)

Vr - 4֊ (у ։ ) - <?«(*> //։(v)

/• 1 /(7) t

где ? и t -параметры, причем г 0 — уравнение ударной - глны,

М -,, , /и? Ч н , начальная плотность жидкости, 
ли
Функции /117), Л (7). 

лл(&) порядка ։) , />;(')

/(՛/) первого порядка

порядка О;. |7), Гх(л»

малое 1 и. . <՞) • I

второго порядка.

Уравнение движения и неразрывности н плоской задаче я пере­

менных cj имеет нид '3'
f
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77^ г)"֊ а"]

С/Г'.

(>!)

а՜
14)

где скорость звука а находится 
считаем потенциал! ным

по интегралу Лагранжа I движение

а՝ — (Г
п_ 1 

6՜

Если оставить к 
|֊.с малости, получим

уравнении (4( члены, имеющие основной пора-
н«՝лизи ЛИНИИ Г) Ип/ уравнение

Он

Ог
а(, (л 1 I о- (г|

»V,.

9

1
а֊> О

= п

о՜' = а, (л 1 > О.Н-, (5)

Уравнение (5) наншнсм в переменных (3), для ЭТОГО ВЫЧИСЛИМ

/ ( У >
о^.

О г — « 1
Ог О(/1. ֊

»)■> /П ( /)
О(/| (/> О(/|

что дает

(^'г
77 = ։‘ <”

до.
т ’ (;:

Подставляя (3) и (61 в

I/ ь
П1 (2)

(6)

(5), получим

- Цт ■[ 2/ 2/ 1) а - г Л -

т 1- о. = О (7)

Приравниваем пулю в (7) члены в ОСНОВНОМ НОрЯДлС (3 2|

УСЛОВИ'.-

Ь М' и ч ) гп О (8)

ГЛ' 
потенциал 1>1։ости 

а՝>
о г

Ог

1.:т - О (9)

Напишем условия на ударной волне /?7Г. Условие непрерывности 
. 2 гельвой составляющей гчорости к |'р:;н '.л։ кри во՛... н1.ыл'.но.и да;՛.- 
женни можно заменить условием



2« \ Л. I \ । ։ .1%

Д? - Дг.-д/г гДО (Ю)

: де

|-и

Д-/ь Ь, (?)

с/г 7' (?) <Л, ,/5 — /п' ։ ? । (Ь.

1Юдста>:ляя эти выражения в (10). получим

? ) а 17 г/з Ь.. (1 -}* 7) ш ’</« 0

В основном порядке это уравнение дает

ы»։ - 4(4 он- \ 2 / т 17)

Другие соотношения на ударной волне можно предстаситъ
в виде

>Д (12)

есть скорость распространении ударной

волны. Если перейти в (121 к переменным |3) и обозначить 
Г (* ) г < \

£..•), то после чес ложных вычислении можно получить
/п'О.)

2/м-/?(>։֊ Ц-^4(.2-•■՛) о <|3)

где I) «у 4

Разрешив уравнения (8), (91, ГН, (13) относительна 7(1, м жно 
■пре делить

• п *“ •
На параболической линии />(.' известно |4|, что г 1 - 7, то

есть в точке пересечения ударном волны С параболической линией,
11 • 1 Н ՝| 1՜ . - Л ,

где Г 7» О, имеет место 7(«0)=- в силу чего из (14; нахо-

д.1 гея координата точки пересечения

(15։

Однако этот результат неверен, потому по в силу (3) полу 
чается, ։то при переходе из области постоянно։<> гечсния ДЛ’С в об-
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ласть ВВ на ударной волне г- точке Л? давление и скорость в пер­

вом порядке скачком возрастают .-г> Ръ тогда хак за точкой В 

имеется разрежение.
Оказывается, что метод Леграса можно успешно применить к 

этим задачам, если считать Пункции /, (?), /.(•?. I нулевого порядка и 
записать г и в виде

г - 1 — / (4 | Н (Д {‘ — - гп (х) - /3 (

где > (а) — нуленого порядка, )(?) иорядка ֊ . 
•»

Гак как порядки этих функций можно задавать по-разному, то 
для получения единого решения можно с самого начала в исходных 
уравнениях перейти к безразмерным п-рсу- иным и считать, что :-ти 
Функции тоже безразмерные,

Вводя переменные |4] 

уравнение движения и неразрывности можно нсреписап ь в виде уравне­
ний коротких воли (5|

Соотношения на ударном фронте запишутся 

!՛ I 2’Г 7 о

Решение этих уравнений ищем в виде

!1 - а։ р) - //а (*) 5

5 — / (к) /Г (?)

У /п(а) /*(з) (13)

где все функции безразмерные, причем / 0 — уравнение ударной
волны.

Первое уравнение (16) в переменных (18) имеет вял
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1«1? 4'« 4?’И|а։ ֊/֊Н(4 I )]-

Ч֊4(°1 (1Я)[?Г Гт։ ?(?Г' ГП]

• у 1-4.1’ /■■/՛ ПУ" Г. Г) | - 0 (19)

Приравниваем нулю г. (19) слагаемые, не седер жапше /

141 .5 1лт')(а, /) ֊ л, (3/ I т 1 -֊ /л I ~ 1..1 = 0 (20)

слагаемые при I

(«Д 4^')<4-Г)-г (V -Т/зНи,

ум?« ги-г’ ип" /:.|) о <2п

«ри (-

(V, г 4X4 Г)-֊/д(31 1Г) о (22)

Второ: уравнение (16) запишется в виде

а.г 1лг - щ3г /т) л;-! 1,т՝ н^-л?') о <2з>

•тку .։ получим

а. I /4/ 6,/ 1т =0 (24)

41՜ -41—/4-4и' -о (25)

Усл<'".ия на ударной волне ( 17) дда'Г

Г I 2/ а, т 0 (26)

Ь. а։ | 2/ «։ ֊= 0 (27)

Н'-чрудно П0кг13ать, что и этих уравнениях /, нходит однородно, 
га։: что можно положить 4(х) ՝•

На параболической линии />'С известно

!՝ ■ а, — 1, '• - / -г /»Г — 1

Исключим аз этих уравнений получим

/֊(1 Л1Н‘-Г-0 (28;

Для того, чтобы найти решение вблизи ударной волны, нужно 
иитггрироватв систему уравнений (20—27). а вблизи параболической 
линии уравнения (20- 25) и (28). Гак как в обоих случаях система урав­
нений однородная относительно производных, то можно положить 
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«։(’)- 1 — а (как у Леграса), тогда вблизи ударной волны получится 
семь уравнений с шестью неизвестными, поэтому уравнение (22) сле­
дует отбросить, что возможно я силу малости /.

Граничным условием для этих систем может служить решение 
атих же уравнения в точке />, где хегкф определяются [4] - О,
/(зп) = Ь2 (?0) - 1, п։ (։о) — !• Для определения остальных неизвест­
ных разложим функции и ряд Гейлора и оставим члены до второго 
порядка а - причем в точке В удовлетворяются все уравнения.

Получается следующая система алгебраических уравнений:

3/' I'm' 6 Г г//-О

-2(р4֊пт')(1 Г) :/'-Г„, |-|/..^ 3) - Г(/' =) ) О

4' У(!' 9) = О

Г — Г — 6 3 —l2in = О

Г’ •<> - 4У и

Г т — О

6.4-/н՜ - ,1 = 0 
•-

Г X г = 0

2 (£ -г т) 11 / ) ->/' - I m /' i 3' • I — I (6, ; m ')

Г(62 нГ) ֊ Г {I.. 4- .*) 0

6 ./ 6.,/ ~г I rn՛ - Вт՛ = 0

m -mi m - 0

2/ -/" 4- У (2Г 4-1)- Ь 1 =o (29)

Г 2Г = 0

- I ) 21” (3 v m ') -r 337'-1- 3'(1’ ■ 2)

>/" bn" - r"(/. 3)-Г(/: -Г) 0

Г՜ Г

2(3' m )П 

— Г (/ т։)

2УГ' 4”'-(Г— 2)Г ֊0 

г-֊ :5/.х/..3' = о • • •’

Получили, что число уравнений на единицу больше, чем число 
неизвестных, то есть всем условиям до второго порядка удовлетво­
рить и найти решение в окрестности точки В невозможно, поэтому 
одно уравнение из системы (29) нужно отбросит։-.. Оказывается, если 
отбросить условие ни параболической линии но втором порядке, то 
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получается противоречие, коатому отбрасываем условие непрерывно­
сти касательной составляющей скорости к ударной волне во втором 
порядке.

I 1рм решении этой системы получается следующее соотношение: 
/п Г) (/_• г О

Если приравнять нулю первый множитель, то все производные 
;сех функций первого порядка и выше тождественно будут нулями. 
При равенстве кулю последней скобки получается противоречие

Поэтому принимаем, что ' 1 — О, причем точка />’ является
особой. Разрешив эту систему сравнений, находим решение поставлен­
ной задачи к следующем ниде:

/(а) 1 1.5> 0.3754

т.(з.) 1 1.5т 1.125т-

/>..<3'1 1 2.01 1.250т2

/ (?) — 2 1.25։ — 0.28! 251:

!’(։) 1.5Ч-0.375з 0.42185а՜

1.5 1.125т 0.42185т1 (30)

Э’.о решение верно в малой окрестности точки />. Для опреде­
ления решения вдали, от точки соединения на ударной волне, нужно 
и нитрировать систему уравнений (20 27) с граничными условиями, 
вычисленными по формулам (30), отходя от особой точки на малую 
величину аргумента. Результаты расчетов для значения п — 7, Л/ 2 
приведены на фиг. 3

Решение (301 у довлетноряс! условию непрерывности касательной 
составляющей скорости к ударной волне /Ш, в первом порядке по ։, 
а условии» на параболической линии но втором порядке. Поскольку 
нас интересует поведение решения вблизи фронта ударной волны 

то желательно, чтобы псе условия на ней удовлетворялись но 
втором порядке по ։.
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Оказывается, что возможно получить решение во втором порядке, 
если условие на параболической линии (28) удовлетворить в нулевом 
порядке, а недостающее уравнение для систем։»։ (29) получить из ус­
ловия соединения этого решения с одномерным по о решением (31) 
вдали от точки />’ |4|

| (31)
Прибавляя к у/ постоянную С, что допустимо в силу того, что и 

указанной области у нелики, и переходя к переменным (18), получим

3
а,(” «»(«(«) +ср (32)

Постоянная С определяется из условия, чтобы (32) удовлетворя­
ла известным условиям в точке В [4! а։(о0) = 1, ли (%) — 1. Разла­
гая (32) в ряд Чейлора по ? в первом порядке можно получить

V 3՜
(М = ֊Z֊ (33)

Тогда систему уравнений (29). без восьмого и тринадцатого урав­
нений, выражающих условие на параболической линии в первом 
и во втором порядке, можно принести к одному уравнению

84Г4 _ оз* _ ]0()Г՝7 рзз 39։рз2 __ $9р

— 12SP- 1441’7֊ 78Г£Р = 0 (34)

причем остальные неизвестные в точке Ь’ выражаются через 3 и I 
следующим образом:

т'(’.) = у(3 + ЗГ). /'(»,)֊ ֊2֊(? 31). 6,(а0) “у ЗГ+1)

֊ -֊■- ^(Р + ОО + ЗГ)
'։W 3|. . (’։)- ,21-.

Г , ч I1 * (2 — 1 ) (н — Г) (;' ■+■ 31 ) 
(2J------------------ 2Р

4Г=

.. . 5i:r3՛ 1) .. (7^31’)(3 • ЗГ-1)
— т — ֊4--------- •, I (а0)=—m ------------- ---------------

3 Известия АН Армянской (’(.'Р, МсХаинка. .№ 5

/(xv <?• 1)[2(3֊> ЗГ)-?-՛(?-ЗГ)֊ЗГ’|
MAJ (JJ)

rn"W = - т—ту՜ X

?< . 21’3' 41'73 91’7 —18Г4 4-6^ 4֊ 21 Г4 4 30Г? - 381’7
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Решая уравнение (34) вместе с условием (33), получим значения 
/ и I՜. Определив остальные значения неизвестных яс Формулам (35), 
решение вблизи ударной волны представим в виде

/(И I 0.5513*— 0.1085?*

/»(>•) 1 0.5513, - 0.08507-

А..(а) ֊ 1 —1.0514а 0.0208֊-

/.<»)֊ 0.982* 0.0662г 0.0836;-*

!՛(«) 0.5338 и/.ЦУб? илн>35-՛-

'*(/) 0.4988—0,0169а 0.0222/- (36)

Следует отметить, что полученное решение (36) приближено 
удовлетворяет условиям па парасоли ческой линии в нервом и но .= ■то- 
ром порядке по г. то есть (36) можно распространить в полную окре­
стность точки пересечения параболической линия с ударной ■ ч» %н<.։й . ■

Покажем другой подход к этой задаче, при котором решен]", к 
окрестности точки соединения удовлетворяет всем условиям вгл՛ 
только до второго порядка по ■։

Пусть окрестности особой точки /3 решения вблизи ударя?й 
волны ВВ} и параболической линии ВС описываются, разными пунк­
циями. Со тороны ударной волны функции обозначим черточкой и 
потребуем, чтобы эти функции переходили на некоторой линий / /(>)

Функции, описывающие окрестность параболиче кой л. ши ՛• есть

«.(*) //л{1) «։6) //Зи)

Ь..{у) I I. >.?) (?) - (а)

7(т) I- 7 Г(г) = /(7) .. /Гр)
т(а) - 7,30.) - т |з) - 1/(1) 37'

Вблизи ударной волны Я/>. имеем уравнения (20 27), я ! -л.:зи 
параболической линии ВС—(20 25) и (28). £>ти уравнения вместе с 

՝ :иями стыковки (37) дают решение данной задачи, причем .г՛.:՝. 
тоже принимаем

В <’) = 4(й) в К “х (’■) «! Р) 1-х

Если оазложитъ функции, входящие в эти уравнения, R ряд Тей­
лора по у у<} и оставить члены до второго порядка но ; ч„ то 
переходя к точке - 0, получим систему тридцати и ебрзи и г.их 
уравнений, которые после громоздких выкладок приводятся к сле/лт 

щим трем уравнениям для трех неизвестных функций /, и

27 (Г ,7) 7(7 /..) б_.(г о 2Го
2/. и-р,7?) !Н՛ И.. — / ) 6.՝(/ г) 2'''(/:֊7 6) 0
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34Г< _ 2 .. юо Р — Г З3 +39 Г* й2 ֊89 Г3 12И;

144Г=? — 78ГЙ* - 0

где
. _ _ ■ З-ЗГ

1 3(3 ЗГ) ■' 1-3(3+30

г Ё֊ГЗГ / (& + ЗГ)2
1 3(8 ЗГ) ' 14-3(1+3 Г)

л остальные неизвестные выражаются через "■ и Г но формуле (35).
Решая эти уравнения, представим решение в малой окрестности 

точки В в следующем виде:

т(т) 1 0.41097 0.55601’

/ (7) - 1 -0.41091 4- 0.54271’

Л (х) - 1 - 0.9109а - 0.8993?.։

1 171 - 0.8095 4 0.2334* + 0.0929а2

Г (7,| ֊ 0.5406 - 0.4258а 0.03101’

Г (а) 1.4578 — 0.10691 0.1314а2

/и (а) 1-1.53101, /(а) = 1- 0.7843?

62 (а) = 1-2.48531, Г (я) 0-7843

3(1)- 1.5310, /5(а) 2.4853 (39)

где с полученной точностью производные на параболической линии 
Э , . 3", Г, т . / , Ь в точке В обращаются в нуль.

Линия стыковки в первом порядке определяется но формуле 
/(?) = 1.5322а и проходит за параболической линией ВС.

Таким образом, путем стыковки решений вблизи ударной волны 
и параболической линии найдено решение в окрестности точки В, 
удовлетворяющее всем условиям задачи, включительно до второго 
порядка по 7 а„. Этим же методом определено решение в осесиммет­
ричном случае, а также в задаче о проникании конуса в сжимаемую 
жидкость [5].

Автор выражает благодарность канд. фнз.-чат. паук Багдое- 
ну А. Г. за постановку задачи и за пенные замечания, а также сотруд­
никам Вычислительного центра ЕрПИ за выполненные расчеты.

Ерейансжий политехнический институт
мм К. Маркса Поступила 12 XI 1970



36 А. А Г՛. |iri"!MH

IL ։ւ Դ1։1*Ր։ւ։ւՆ.411.Ն

l.b'l-l*ll.lj|. 1ГЬ1Ч1'1|՛ |||’1'Ա.|Ւ11|.|րւ: JHJIHi Կ1’1111$Ա|4ՈրՈ4*:Ո1.Ն 
Gil.l'diril.'l, ԽՆԴՐԻ ՆԿՍ.Տll'U.IJP

II. մ փ U փ II I մ

Դ/»Ա»ա/>//ր/րւրւ/ / եարք! ււչ գծային խնդիր որտեղ որոշվում են Հեղուկի շարմ­
ղուն քգոէրւնմ հւււրերր աքի րա յին ու կ տ ան /. ր ի '.էէէտման կետի մոտ Լ ե ղ ր :ո ւ < մ - 
ք/ոգով, Փնտրվող ֆ/ոնկրիսքներր ե անկախ ւիաիււխականներր ներկայւողղ՚ւրմ 
են 7. և I պարամետրերիդ կախված ֆունկցիաների տես րսվ. որտեղ • Խ րնո- 
րոչրւմ Լ կետի '.եէւավ որա}! <ո.Նր Հարվածային ւպիրիր, իսկ rl ■',< ան կ {» ւ ՚ ո / ին 
։ ե ո net/ ո ր ո ւ ւ՚11 ո , Ն ր:

Այղ տիպի խնդիրներին են <գ ու տկսւն ո 11)' Հեղակ կիսասւէււրածուվ1 էտն շտրմ- 
ման խնդիրր '.արկ ածսւ յին աքիրի կամ պինդ մ արմ ինների ւԱղղմսւն տակ, ինչ- 
պ ե и Նան Հարվածային սւյիրի ան ղ ր in ղ ա ր.Հւ) ո/ն խնդիրր սեպիր կամ կ՛ ն/՚ր 
Այս ր՚ոչոր խնդիրների քՈէծամր րերվամ Լ սո ‘/որււէկան դիֆերենւյիայ Հավա- 
ո UI,чп ա՛ների սիստեմի . որոնր ինտեգրվում են քքվսւյին։ -.եղուկ կիս տ ա ա րա .) .։. 
}հան շարմմտն խնդրի մեշ յյույյյ Լ տրվում, րւ/ւ պսւրարււյիկ դծի ե Հարվածային 
ււ/քիրի Լուծումների ճաւրակրման մի-քորով Հնարաւ!որ i այղ աքիրների ՛տա­
ման կետի J/tytu կա յ րո՛ մ քուծումր >ղ ա »> կ >■ ր ե / .արրերի աեսրւէմ. որր րավտրսւ- 
րսւմ Լ խնղրի 1,"1Որ պայմաններին ներսւրյաք մինչև երկրւ րղ կարգամ րոտ 
Հ-խ

APPLICATION OP THE LEGR-AS METHOD TO THE 
PROBLEM ON MOTION OF ELU1D HALF-SPACE

A A GURGENIAN

S u iu in a г у
A nonlinear plane problem on the determination of parameters ol 

fluid motion in the vicinity of a junction point of v.ave fronts by the 
Lcgras method is considered. The unknown Junctions as well as he 
independent variables are expanded into the series of parameters ch .r 
etcrizing the distance from the shock wave md the angular distance 
respectively. Ihe .solution is reduced to a system ol ordinary liffe֊ 
rential equations and is found numerically.
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