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ПОВЕДЕНИЕ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ ОКОЛО УГЛОВОЙ 
ТОЧКИ ЛИНИИ РАЗДЕЛА В ЗАДАЧЕ ПЛОСКОМ ДЕ

ФОРМАЦИИ СОСТАВНОГО УПРУГОЮ ТЕЛА

Вопросы напряженного состояния окрестности угловых точек 
контура области в плоской задаче теории упругости изотропного те
ла затронуты н работах [1 5].

В ваетоящгн работе исследуется характер распределения напря
жений и окрестности угловой точки линии раздела облает»И поперсч 
кого сечения тела, составленного из двух различных призматических 
тел, спаянных между собой ни боковой поверхности. Р.нтма ։ри«..«.ч.-я 
плоское деформированное состояние составного тела.

I. При отсутствии массовых сил компоненты напряжения . ?%, 
выражаются через Функцию напряжении Эйри /’(г. й форму хами:

1 <//՝ 1 о,7՜ _ o'F _ _ <j 1 uF.
Зр ~rFr ' r: t)r ' ’’ uF ’ ՛• ‘ vr ( 7 77)

Функция F(r, G» в областях поперечного сечения удовлетворяет 
бигармоническому уравнению

-А- (7- Т~ ՛>

На линии раздела областей I и II |фнг. 1) поперечного сечения, 
соответствующих различным материалам, функция Fir, fJ) удовлетво
ряет условиям, которые в общем случае Получены в работах J6, 7].

Вгтин линии раздела в малой окрестности рас см.» трин«*» мой ги
ки считаются прямолинейными, причем полярная псь ** <• нан| ■ ►•л*։нн
но Одной из них. В случае криволинейное ти можно заменит«» их *



Поле »13ЯГ>УЖ|'Н11»| •. •,п.»ппй точки линии ри,|ДЫ1 сос.пиио: II 1с и ]7 

ответствуюшими касательными н у; ловий гичке линии раздела I .риг. 1) 
От »того характер напряженного соет»-яния я малой окрестности уг
лом# точки не измените*:.

В полярных координатах условия на линии раздела. учетом 
прямолинейности се нет ней имени вид 5

1 'У'г.

1.31

а 1 "С

г’ /Л

где /, и / . представляют функции) ՛: в областях I и II соответ
ственно; Е։ и ՛<{/'֊_ 1. '2> модули упругости и кояффипиен। Пуассона 
материалов.

Решение уравнения (1.2) представляется к ;-иде

К г ’Ф. о. I 11.4)

где > — некоторый параметр.
После подстановки (1.41 и 11.2) и 1.31 получится обыкновенное 

дифференциальное уравнение четверто։ •՛ порядка для : р, '1

<ьр 2|/’- 1)'Г </-- РФ, о Г 1.5)

с Краевыми условиями на чини։՛ разд- ла
К Ф. Ф:. V ֊Ф.

№ ’д.-ЧП МФ; р пн -.1Ф.1

֊£-’-4 п - >.)ф г? па >. ‘Иф..| ।

Чг1(1 7‘,ф’ 1(2 ....... . ‘(|ф;
2 Ижйг<тий АН Армии» «пр • • I'. Ч’.-хли.՛»՛, V. ч
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Общее решение (1.5) имеет вид

ф,-(/, 6) .4f$in(/ 1)6 /л соз(/ 1)0 С, sin (/ — 110

— /Л cos (г 1)6 (/ — 1, 2) (1.7)

Удовлетворил на ветвях линии раздела 6 0 и 6 z (а 2п) 
условиям (1.6), получим следующую однородную систему линейных 
уравнений относительно коэффициентов А/. В,, С,-. Г); (/=1, 2):

/)’, 4- Z), В.. D. = О

(/ 1)/4. (/ 1)С, (X 1)Д.֊(>. 1)С;; О

(/ И/>',— (/ I 4т։)Ц + *(/ 1) £ + ։»(>• 1 4.'п։)/Л֊0

(' • ПЛ, Н' 1ч4т,).С,֊Н' 1 4т..)С=-0

?l։s։n(/ l)'4 Z?,cos(/. 1)> C,sin(/ Г| i /Jjcosp 1)з—

Zt..sin(/ 11 (a 2՜i />’ cos I/ 1)0 2՜)

G.siiiO 1)0- 2՜) —/Лсо.ч (/ — 1) (z 2՜) 0

A(/ l)cos(' 1)» /->,(' l)sin(/ l)y С,(л l)cos(' — I)’ —

/2։(֊՛ l)sin(/ l)y /L(' ‘ l)cos(/ 1)0 — 2“) 4

/<(' l)s։n(/ 1)0 l)cos(>- !)(’—2?) i

—l)sin(> 1)('Z 2-)-0 (1.8)

z4.(/ Ds.inp 1)/— B. (i 1) cos (a — 1) z C, (/ 1- 4/nr)

sin (X ֊1)3 //(/ l 4zz?։)cos(/.— Нт. Д .•»(/ —11

sin(/ 1)(j 2՜) Л’.'л (/. l)cos(/ 1)(з 2՜)

— (7ji(' 1 4/n. ) sin(/ l) (« 2՜)—r

■ 1 ֊ 4/n,.)cps (/ 2՜) 0

Z|(' !)cos(/ li 7 5։(> 1) sin (/. 1 1)з

C; (' 1 * 4л?։. 1 cos </ - 1) z (-' 1 ;■ 4/n,)sin (/ — 1) >■ 1

4 ,43ul' I)cos(' 1)(3 2՜) -Я;!'(г l)-sin(' ■ 1)0 2՜։ -

C.;!’.(/ 1 • 4/?r.)cosi/ 11(2 2՜) —

Z1h (>. 1 4/n.)sin (X !)(։ 2“) 0

Здесь приняты обозначения

JI -֊ — -- 7- , m I—V. (z 1, 2)
/1- 1 ) •/, G- ' ' v



Поле напряжений \ угловой ючкп .i:»ii։։n раздела сое » .итого тела |Ч

Для существования нетривиального решения однородной системы 
(1.8) линейных алгебраических уравнений относительно ko:-h|h:i.:u,:. 
топ Дг, В,. Ci, Di необходимо, чтобы определитель этой системы 
равнялся нулю

!*, /n։, ?ms, 7) 0 (1.9)

После некоторых преобразований условие (1.6) можно предста
вать в виде

Szn.zfi.-!՛-|Д l)|4(zzjj p/zu) — (;՛ !՝(>■- 1)|

X |sin2(z l)n r.)siir(k ])(> ;.)

— sin4/՜] 8/zjjZ??J՛- (:»- 1) [ ('J-r 1 J՜ (։l 1)՜ 4lzz?, ;чп. I ]

|sin4> {? — r) sin՝p i~) sin'-' /г)]

<6 H'l^sin-'x — s։։i / (a 2z) | (z2sin-’ sin՜/?)-

8 (:«• I)1 ! rn։ /sin 7 sin2/ (-՛ 2~]j shj/.y

— zzi.ji p"$in՜'/ sin /?| sin՜/(? ֊ 2r) 16 (։j I) ' |/ 's»։r/

— |sin՜’/(a 2~) ] sin о m':, у ’ |‘ ?sih:sin՜/ •՛ | sir»-'/ (> - 2՜ I

Hvzijzn ՝< (h I)2 "sirib. 3s»ri 7 >sin՜/. (? 2r)

+֊ ('•’ 1) sin vsinAzsinM’ 2r) | - 256/n /п'ч мп’т

6lzn,z??./՛-(? l)(;n, - sin'xsin1 17- 2“i

fsinJz — sin/.isin՝/. {։ -2-)]=0 (1.10)

Уравнением (1.10) определяются собственные значения трехто- 
чечной краевой задачи (1.5 1.6). При юмощи системы еобс 11. иных
функций этой несамосопряж^ннон задачи может быт», представлено 
решение задачи теории упругости для плоской деформация рассма
триваемого конечного составного тела, находящегося под действием 
урапновешенной поверхностной нат ру эки.

Из (1.1) и (1.4) видно, что если

0<Re/<l (1.11)

то напряжения при приближении к угловой точке линии раздела об
ластей неограниченно 'возрастают.

Порядок особенности при этом ранен !\i?/ ֊ 1 .
Исследование осо15енност1.-й напряженного состояния н плоско»» 

задаче составного тела около угловой точки линия раздела приво
дится к отысканию корня с наимешяпей ноложителыюй дсйст»н'тгл- - 
ной частью транс»1елде»»тного уравнения (1.10) н зависимости ог па
раметров >, В, •■՛!, • .
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2. Как видно из (1.10), когда р — 1, то независимо от дру-

гих параметрон. ' принимает только целью значения, го есть в угле 
вой точке липни раздела напряжения не имеют особенностей.

Заметим, что если принять н (1.10) ;՛. 0, чему соответствуют
случаи

К G. О, (}.. <՛ или 2. G] < ос, (/. = ос, то получим 

p-'shra sin՜՛'(2- а) | р.-’s in2« (1 4?n.)::sin"'?} ֊0

С лучаям i и ‘2 иуд уч соответствовать уравнения 

/.-sin 7 — sin"/ (2- з) 0

/L.sin՜՜-՛ <1 4/??j)2sin;'i3 0 (2.1)

которые совпадают с уравнениями, полученными Вильямсом |3| с 
целью выявления особенностей в угловой точке Контура в задаче 
плоской деформации для однородного тела, причем первое из урав
нений (2.1) соответствует случаю, когда контур области около угло
вой точки свободен от напряжений, а второе когда защемлен.

Исследование существования корней уравнения (1.10) было про
ведено численным методом на ЭВМ. Как показали вычисления, име
ющий наименьшую положительную действительную часть корень урав
нения (1.10) действительный для всех рассматриваемых комбинаций 
параметров з, /п։, ?ц... В таблицах приведены некоторые значения 
первого корня уравнения (1.10). вычисленные при помощи ЭВМ.

Рассмотрим приведенные в табл. 1 и 2 Значения >, когда более 
слабому материалу соответствует меньший угол (р 0.05, р 0.95). 
В случае •՛ 0.05 напряжения для всех рассмотренных значений угла

и ко;-)ф<|нщиепток Пуассона имеют особенность в угловой точке.

Для малых углов ( ■ ) порядок особенности не зависит от коэф

фициента Пуассона >։ слабого материала и при данном угле имеет 
наибольшее значение, когда второй материал несжимаем (՝< 0.5). I [ри 
больших углах это свойство не сохраняется, и с увеличением V, при 
данном > порядок особенности уменьшается. Порядок особенности 

при увеличении угла /■ от ~ до -у (для ։-։ 0.3) и от до

<для у. ՝0.3) возрастает. Начиная от этих значений, дальнейшее 
/ 11увеличение угла > / до .у ) приводит к уменьшению порядка осо

бенности. В случае, когда отношение модулей сдвига близко к еди
нице (у 0.9.5,) и у.

<'Т ’ Г2 40 ' 12

напряжения имеют особенность к интервале 

причем для малых углов порядок особенности
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Таблпаа I

1» '•։ ■'1 1 ' 1

12 1
5
12

1
2

7
12

1 h
12

0.2 0.2
0.6152՛ <1.6515

0.7042 0.7123 0.7'207 0.7753 0.8711
20 0.2 0.1 0.6671 0.6826 0.7127 U.7086 0,6945 0.7760 0.8893

0.4 0.2 н.6217. 0.6406 0.6873 0.6923 0.7052 о 7682 0.886“

0.2 0.4 и.о5(,5- о.воч 0,5847 0.5929 0.6135 0.П9Ч7 0.868.4

0.05
0.2 0.3

0,6733՛ 0.6188
0.5936 0.6003 0.6196 0.7036 0 8706

0.3 0.3 0.6733 0.6421 <1.61 >52 0.6080 0.6216 0.7056 O.S712
0.2 0.5 0.6445 0.5‘Ю7 0 5756 0.5854 0.6074 0.6956 0.8671

Таблица 2

I1 **։

'1

Г.

1
12

2
•5 Г2

1
2 n 3

3 И
4 13

0.2 0.2 J '•“го 0.9917 0.9914 0.9925 1.0086 1.0089 1.0082 1.0035
0.2 0.3 1.0027 1.0056 1.0029 1.0001 О.9“74 0.9955 <։.“'• 18 0.9974

1.05 0.2 0.1 1 .0031 1.0065 1.0035 i.oooi 0.9974 0.9952 0.9913 0.9971
0.3 0.2 0.0925 0.9812 0,9773 1.0221 1.022“ 1.0219 1.0188 1.0072
0.3 0.3 0.9962 <i 9915 0.9917 0.9930 1.008.? 1.0089 1.0085 1.0037

0.3 0.2 0.9974 (>.99 IS 0 997՜. 1.001'1 1 0028 1.0048 1.0055 1.0028

0.3 о.з i .oo:ia 1.0088 I 0088 11, “925 (>.““12 0.9906 0.9912 0.9962
0.95 0.3 0.4 1.01(28 .0212 I 02671.0261 0.9637 0.9751 0.9787 0.991ь

0.4 0.3 0.9970 (>.“‘•41 (1.9972 1.0002 1.0082 1.0051 1.0063 1.0031
0.4 0.4 1.0039 1.0088 1 0079 1.0061 0.9921 0.9910 и 9912 (1.995“

0.2 0.1 1.0096 1.0263 1 .0345 1 .0312 0.9663 0.9687 0.973<i (1 “80S

не зависит от ՝>ь а увеличение приводит к возрастанию порядка

особенности. При изменении значения угла ?. от до1 »У
порядок

особенности возрастает, а затем убывает до нуля ( при ։ ). В от-

резке -у ’ • 7 особенности напряжений отсутствуют. Если ко:-я|ири-

пиенты Пуассона обоих материален равны, напряжения имею! особен

ность н интервале 0'1 3 — до з
11_7

12
причем порядок 14-обен-

ности возрастает при изменении ? от 2֊
До -д затем убывает до2
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нуля Ь

։։а.
1-

12 ’

: }. ВОЛИ '

. ]2).приче

то напряжения имеют особенность в интер-

м порядок возрастает при изменении

т 40 т 
личеиие

затем убывает до нуля |а >. Здесь для данного ՛

при данном угле приводит к возрастание* порядка особен-
ности. В последних двух случаях

женин отсутствуют я отрезках

’ Ъ " •'։ 72 1
5-

7 12 и 12

особенноети напрЯ'

соот-

негственно.
Рагсмотрим теперь данные табл. 1 и 2, когда более сильному 

материалу соответствует меньший угол 20, 1.05). В случае ц 20 
напряжения для всех рассмотренных значений угла ՝■՛ и коэф<]'ипиеь гов 
Пуассона имеюч особеппост: , порядок которой ирг. изменении > в

■ । монотонно убывает. <1.3. Для донного >, при

ном угле ՛ увеличение ՛ приводит к уменьшению, а
увеличение л приводит 

В еллчае ՛■ 1.05 и • •՝><.
к увеличению порядка

для дани, то 
особеиное гя.

терилле от VI 40 ’ =

напряжения 
5 г.

. причем

имеют особенность •• ин՛

для данного •: увеличение ч7 —

|ря к озрастйййЮ, а для данного у не'.имение • ;;ри:нодит к

убыванию порядка особенности. В отрезке особенностьу

напряжений <■ тсутствует. Коли р особенность имеется в интервале

,9՜ !• причем порядок особенности возрастает с измен

/м 
угла т от .< до ? 3- ֊ , V, . затем уоы.ча1 г до нуля I - г), увели'Ч-яв'

;։ л. приводит к пезиачитсл։ ному увеличению порядка особенности
0.3,

, а когда

напряжения имеют 
= '->1’-3֊('т2՛

особенность в нитер але

). Влияние коэффициентов

Пуассона на порядок особенности. здесь также незначительно.
Таким образом, при относительно сильно, выраженной иеоднор.-д- 

пости I ч 20, 0.051 । угловой точке линии раздела поле напряжений 
для всех рассмотренных значении угла > и коэффициентов Пуассона 
имеет особенность, поря/лок которой зависят от значений угла з и 
коэц-фиииснтов Пуассон;՛., а при ՛, близких к единим.«* (:՛ 1.05, 0.951,
। лани..'ям1ттр Ьт 1.'Ю՛!-| ИЦЖ'КТОВ Пуассона сущестнуют интер. алы 
изменения угла •. где поле напряжении •։ окрестноетн рассматриваемой 
очки свободе >т »собепности.

Инстн;\г ՝՛։>.е-.'-^ик։ и Х'.ехииики
АН Армги. м.й ССР

\| / |՛ и кип !1>'ли к՛ ։ кий ниу։ -. !И ч>. 2֊ч X:1
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Itllltlhlf flU/iliiifhLfifi tfiuitufi iiifuiin / /. if 111 If /1111 fl f 11 <bb I, yi ft if 1

Pflflt/iilil /, fl if uif flit ufifihuiffi

ON BEHAVIOUR OF THE STRESS FIELD NEAR THE CORNER 
POINT OF A INTERFACE UNE IN THE PROBLEM ON PLANE 

DEFORMATION OF A COMPOSITE ELASTIC BODY

K S CHOBAXIAN S CH GEVORGIAN

Sum ;n a r y

The nature of s.trrs> distribution in the neighbourhood of a i orrier 
point of the cross-section interfaces of a body, composed of two dif
ferent prismatic bodies soldered together on side faces, is investi
gated. The plane deformation state of the composite body Is also con
sidered. The investigation on the stress state singularity is redlined 
to the determination of the root of the transcendental equation having 
a minimum positive real part.

Il Is found that with relatively strongly pronounced nonhomogi*- 
nrity in the interface corner point the Stress field always has 'singula
rity while with the values for the relationship of shear moduli, making 
up the body materials. । lose to unity, there exist intervals of change 
in the angle between th»* interface branches depending on the Poisson s 
coefficients, when the stress field is free from singularity.

A numerical example- is presented.
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