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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Решается плоская задача теории упругости для прямоугольника, 
когда к серединам его крася приложены жесткие симметрично распо
ложенные штампы, то есть на всех участках раничныс условия за
даны В смешанном виде.

Плоская задача для прямоугольника, когда па границе известны 
напряжения или перемещения, раньше рассматривалась :•֊։ работах [1, 2].

Смешанная задача для прямоугольника, когда на двух противопо
ложных кромках приложены штампы, исследована в 13]. Плоская за
дач для прямоугольника, сжимаемого по всем кромкам двумя одина
ковым։; симметрично расположенными у краев жесткими штампами, 
рассмотрена ь работе |4]

1. Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника, сжимаемого 
пс всем кромкам штампами, расположенными симметрично относитсль- 
н осей прямоугольника (фиг. 1). Длины штампов, приложенных к 
противоположным кромкам, одинаковы, а к смежным разные. 11ред- 

, пт ֊г внешние нагрузки, приложен
ные как к штампам, так и к уча
сткам контура прямоугольника 
вне штампом симметричны отно- 
ентельмо глзкяых осей прямо
угольника. Касательные напряже
ния на границе отсутствуют.

Граничные условия данной 
задачи следуннине:

'до ( «. /?)=’-«■» (*» ' Ь) = О
Фи«. 1

и(±О, .</> /.(//) (|// с) о1л-, 1 6) /.(л) (|.Х|<(/1

сд(- а, ц) (Г,) у 1г Й у О) Ь} - /3(х) (г/< л । «I
1.П

В силу симметрия функцию Эйри будем определять тол։.ко п четвер
той части основной об\асти, удовлетворяя при этом условиям симмет
рии на осях л- 0, у О

и (О, </1 V < г. 0) ".<.Лл՜, 0) "лгДО, //) - I)

Напряжения и перемещения определяются через бнгармоничес- 
хуь ункуи.о Эйри по формулам
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_ с)гФ 4Ф
<hf ' ՛՛' дх" ’ дхОу

(’<)-пф г?Ф
£" \7^,,х Г4Г՜

~ Гг?Ф , 0Ф
Ev '"х-^ (1-*

В силу симметрии задачи функцию напрял; ■ним Эйри ищем
то

1,1 Iл, I/) <\лл ел/2 ՝՝՝՝•’ [Z? rlr^i// 4 (^//яИз*..1/| ei>5. ‘4A
4=i

~ . г . Дс
4 [/•7ch3*x-|-Gji1,4.VKli/bv]cos?Jti/; ?; - , '*• - (1.3»

4 !

При выборе функции Ф<х, у) в виде (1.3) и при 1„ / ֊ О
условия симметрии удовлетворяются автоматически.

Удовлетворяя условиям равенства нулю тангенциальных напря
жений на кромках прямоугольника, между коэффициентами / , ՛՛., 
Вл и Ci- получим соотношения

Z>i = С*(1 ! Ft- G\(l 4</ctb^«i (1.4)

Удовлетворяя затем смешанным услониям (1.D, учитывая И.4) и 
отображая одномерные области (0 х о) и (0 у А) ча юла. :՝и 
((I : и (0 \ - ~) соответственно, получим < лс.-л'ннпу.՛« <•?.-тему
парных тригонометрических рядов-уравнений:

,л 4 5 k-՝XkV Л'\) с os к՛, f /4СО (0 ■>. rtJ)

то то 
6֊ v
(Г —

п ч л 
shM

cho — ՛ 
о

L Ь Chp —(- а 
sh%6

то
•,гго- у k 'К(1 

Л I
Л/i lcosZ.-: ֊ v;։zYe /•*:(:) «I ՛

Ур V hcosZr: 
X I

I ir’n л'лл;
■ ..

р
b
а и
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X сЬр ■" :

1 « . XеЬр -$■ 1“ -•)

*Ъ^а
(I ... <1

/>ч (։-;),ЬР֊4

Здесь введены обозначения

Считан правые части гарных уравнений (1.5) известными и пользуясь 
решением такого рода уравнении 5], приведем (1.5) к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений

X Г„
л - I »1 I

У, - > 7^ (1.7)
»• I р 1

Коэффициенты при неизвестных »1.7) определяются формулами
>>2 |Х( 1Н1 .Удл„‘(4.1

«й 1>2 ^(֊1)“(1 Л'Д 0-8)

а свободные члены выражениями
’•I

■;/՛ — О։ (ГЛ г* (с<м»&) е!о; ։) с/0 
Я 1

I Ц(;‘)г1 (сох^) с!" -у (Г- Л(1г/Х (со.ч>։1) (1.9)
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֊t“ ֊ у f G. («) (со»Ь> Cig ֊ <р>
О

k Г 6
— I (i3 0) г.. (cosM ctg --dfi — k'j.v, (cos;.) (1.9)

V

Здесь функции <7.- (G) (/= 1 4) имеют вид
у

/•՛.(<) siu .yJ'i
—, =-—=- (1 = 1.3)

I cosy—cos՜/,

/\.(»Js։n d՛,
(/ = 2,4) (1.10)

I COS'/,— cos)

В формулах (1.8) введены обозначения

(х) г. (cosG) z/t (cos^) с I g d

a, (0) = 2_L2 (՝
A

^) = ALTf 
w

JPk 1 л՜) z, (cos'/) Lf. (cosG < <• tg 7j fi,rJ (1.11)

I COS'.1 COST

— p i “ x) sl\p.r
sin ~ tlx

) COS՛. cos.v

Функции р,.<<.•0561 и г. (соаО) представляют собой частные случаи 
функций Якоби и выражаются суммой и разностью полиномов Лежан
дра соответственно. Дифференциальные соотношения и интегральны։ 
представления для этих функций приводятся в работе |5|.

2. Приведем некоторые свойства функции Отметим, что
с функцией Л,.1л) тесно связаны функции II. (х), Л’, (х) и к. (х), ко
торые выражаются формулами

9 I 9 
//.JcosO) ֊4֊^ . sh//(~ х)sh/։x _ ,,г—h—-

Х ICOS (!х
р{~ х}с\лрх (2.1)
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Л chnxsin tlx
2 I 9 i 2

AA (cosf>) _ , “ _ \ —-shw.. | c03o cosx

. shp.VCos \y r/x
A՜,. (cosr4 2 ! 1 ......— (2-1)

•‘>11/’•• J I COS -1 - cos.v

Непосредственно։։ подстановкой нетрудно убедиться. что A.t.v) 
и вспомогательные функции (2.1) удовлетворяв т следующим диффе
ренциальным соотношениям:

(л- )= f՜. I1A •' (v 1 Ь v) j—v А’яЬт)

ндх\ I А;, (л) 4- Rt. (.»•)] 
I x

2 I 2
r d л 11 i л'

I.vl
1 — v

2 I 2 
r(l x) | 1 • a

(2.2)

Из (2.2) следует, что функции L։. (л) и А՜, 1л,1 являются решениями 
дифференциальных уравнений

4 12/7
(1—х)|(1 х)Л (л-|] /г7-р (х) — 2/гА'„ (х) - - f=-^

" I ) х

и xqu-rxi^urH'-^u)- р (2.3)

Пользуясь теперь дифференциальным уравнением для г, 1х) ;5| 
и (2.3), вычислим второй ните։ рал (1.11), рассматривая его как инте
грал типа Ломмеля '6|

1՜ г. 1 ' I /-..i.vl
■) 1 Л- ()Х

I՛/.-՛ • р 1

//., (.VI (Л-)— ргк IX) [//„ (х) Кп |л- 
к' — р-

| kpr i х) А1, (л*) — pz, (л-1 А, । л-) |

1 I 2 к-p Г (л'./х
(А; р2)- е II х) I 1 х (2-1)

Отметим, что функции Ь,, 1.т), К, (х) при больших
р имеют следующий асими готический порядок:

Llt IcosS) ~ 0( е ,п (О G<r) (2.5)
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Н„ (созО), К.. (со$0) ■— --- |

Кг(е<^)^0(~) (0< 0 ,<։) (2.5)

а на концах осиянного интервала [О, ~| : ;>иш м?н т следуя щие значе
ния:

Ь„ (I) /4( I) к,.{— и О, /<.(11=֊

/<„(—1) 2с1|1рг. £., ( 1)—2/сНу»՜ — |
\ $П р~ /

//..и» 4 >’£!
1/г

К, 11) ± у 'к{ 1Г (2.6)
= Г: Р’Ч֊к:

3. Исследуем бесконечные системы (1.7՛.
Докажем, что ч общем случае бесконечные системы (1.7) квази- 

вполне регулярны. Для этого нужно оценить ряды

СС Оо

1 47 • X 4'/ (/=1> 2’

I Ак !>>■

!> I /•—• I

Из (1.6) видно, что числа \,. и V,., входящие к вышеуказанные 
ряды, ври любом „ри остаются меньше единицы и при больших зна
чениях индекса стремятся к нулю как Л',- "՝• ' и Л'А. О I ре՜ 0 ),
где ' ‘2-ц Ь, ; '2т.Ь/'а. Вследств'дс быстрой сходимости вышеука
наиных рядоп, их суммы будут ио индексу „4-‘‘ иметь такой же поря
док убывания, как и их общие члены, то есть

()\/< ‘-) (3.1)

Далее, пользуясь значением интеграла (лб и (2.5), будем иметь

кр( ՛ р:! '
( А." > ‘ рЧ

х՛ 1
-1 г ՛■ ՛"'

. (6 н

(к ֊'/Г)’ !

ь.
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•y = b—, ':~г ։Л.>0) (Z= 1. 2)
Ц- fr (3/2)

Полученные оценки стремится к нулю при X ос, поэтому, начиная 
с Некоторого значения к։), сумма модулей коэффициентов при неизве
стных станет меньше единицы, то есть система I 1.7) квпзинполие ре
гулярна.

Накладывая обычные условия и.» граничные функции [4|, легко 
покадить. что функции G, (Oi il.lOl непрерывные. При этом снободные 
члены ;/՛ бесконечной системы (I 7) имеют порядок ()(к 1 •'). При
меняя метод последона ллнных приближений, не труди ՛ показать, что 
X; И Yl также Имеют Порядок Oik 1 • |.

I— • К, й * (cos:.| Л (CI֊»:։ 1 |

При получении (3,31 было и. пользовано гзюкс .оычение интеграла

։ |Г (х) /Д,И|
1 —X р

Нензнсетныг А’, и Y;, «предслот-мые ил 1.7), выражаются через 
неизнестные постоянные А՜, )’ и удонлегворяют первым уравнениям 
(1.5) с точностью to постоянною слагаемого I гак как при получении 
системы (1.7) ли \равнения были продифференцированы). Удовле
творяя первым у равнениям (■ .51 [4], пользуясь формулами 1'2.1) и I !.<>), 
для йп|н-дгления А'.-,. ;л получим -ле дующую систему уравнений:

)] -.До “л<0)

У у I СО.$ I
Р

*

у ( kj lfOctt? у Iх) 
V

— | Л . , (COS .|) — !/.,ъ.. I cos >,։ I I

)| -’.М
(cosip

(3.31 
Р

li՝* 4

■л|՛

I / . . О ..
“2 О. (-)Ctg — <# 

к

А
■2Ю( „ C.il֊!/)

н I

-r|' С7|п(։1п2

- ’ v ГМ.

1 ’ ’•
■1 I 2

-.J' V( :r a;.(1 V
/• ։
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4. 11 ри ведем формулы для напряжений и перемещений.
Подставляя п выражения (1.2) значение функции (1.3) и учиты

вая при :-<том (].4)н(1.61, для определения перемещений и напряжений 
во всех точках области получим следующие выражения:

и сЬ..,у

Еи[х, у)
Л(1 ЛА) .------уу------ 8 иг/, Л-

соз.Ау

3; (о

5. (х, </1 ЛО АА)со$х*х

сЬаА (6 — ,у| 
«ь*\ ь

с11Л'.-у

я И 'л, и
’*(А .")7ЙГГ

.8 И У (а__ х)I 2
|~ $!։'Ао

с1п, I/ с1р. (6 у) $Ь՞*. 1}
—9.6—֊-7----- 5.(6 у> —;---- ,֊6 ՛ 51г'Хл Л " яЬя, 6

С. V /։ ՝■ . , I сЬ,чл- сЬ’ч(а — х)
- л‘(| л‘)с05'’‘-"пкм՜ -к 1 1

г. .{ч X —6 — 
КП;Ай

-,их. </)=*; 2 лиа Л - 1
ЛА) $1П7Х. V

зЬ^. (/» !/)
зЬ-Хд. Ь

сКх4.</

а‘(/< ֊"'Ть/Г

՛- У Ад(1 Л\) 81пЗ*4/
0՜

I յ 8П,ч(й .VI 
|:А“ $1г(А-а

сЬУл՜ (4.1)/. (а

Аналогичные формулы получим для определения перемещения 
о (х, у) и нормального напряжения '„(х, .у) посредством замены в 
14.1) ՝

X • ' ) л, л- • у, о • ’ />, • У, Л >. Л/>. Р. ' () (4.2)



ОС« о ։н<»й » мешлнчпн -а тапе ми прямой«.тытнкз Ц

Эти формулы верны для всех значений х и у. Н<> поскольку некото
рые ряды, нходящие к выражения перемещении и напряжении. на гра
нице прямоугольника сходят«, я медленно (уелпппо), улучшим сходи
мость этих рядов на границе области. Для этого п выражения (4.1) под
ставим значении неизвестных X. и }. из (1.7). После ряда выкладок 
|4| для контактного напряжения (л, у1 получается следующее вы
ражение:

лз
I с6$\ с«»$Ь «4 “

- 1ГрГ,(1 ЛгД -

'֊, |//„л . (сох'И - А / . «СОХ'М I о 1/՜«
I---------------------=_֊==----------- — : (0 к

. | соз». созЛ
(4.3)

Здесь коэффициент К при особенности нормального напряжения 
(«, у} определяется формулой

к -- -£—■ ! 4 X Vг ссмъ» - (А(...) ֊ Цг.,) - 2Л։
12' —

V I 1 1՛ ■ ■ - .и I . I с«>$ >)
<г — (4.4)

Для определения псремещ' нич а ю. ц । иг штамп.«в получим
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4X . I l- COS<-r | COS7U COS7;
—֊—---- In---------------- - ... -------------

) 1 —COSY, I 1 — COSTjj

Ij
oo ; , (cOsG)ctg у

-Lyr„(l-.^( 1Г 1 I ■ f — (4.5)
a , .1 COS* COS7.

(Ai Л ”)

Аналогичные выражения для а!? тг > А ) и V , А՝) могут быть 

получены из (4.3) (4.5) заменой ՛. ■’ ’ : и (4.2).
Имея формулы контактных напряжений, нетрудно получить связи 

между силами Р, (у, действующими па штампы (фиг. 1) и осадками 
этих штампов

(j -л,-4- \ (-)<՛’> 

||

5. Рассмотрим некоторые частные случагг значений параметрон.
а) а А, с г/. В этом случае А\ ).՛, Х„ ) , и решение зада

чи сводится к определению неизвестных X. из одной бесконечной 
системы линейных уравнений.

б) г - А, то есть штамп приложен по всей длине стороны. Из 
первых уравнений (1.7) с учетом (2.6 > получим

Л;- .. I /•-Р,1 соз/с'/Л“ (1 — Л1*! J

'.Л V (5J)

и решение сводится к определению из второго уравнения 11.7) с 
учетом (5.1).

В случае полосы под действием симметричных периодических 
штампов / ,(՛;) -- 0 из (5.1) получим - 0 Регулярность оставшейся 
системы можно улучшить введением нового неизвестного /.: Н ■<. 
Из второго уравнения (1.7) получас гея

/; (52)
.- I
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Р I 7՝՛՜*V —^0(4- 3-). _ 0 > (5։2)
»-1

в) с 0, го есть стороны ВС и 1)А свободны от штампов и на 
н.г действу«՛ । нормальные напряжения.

В этом случае первое уравнение бесконечной системы (1.7) и 
первое равенство (3-31 принимают соответственно вид

о

Л, 1֊ \ С,( '.НА. (5.3)

(I
Полученная здесь система для данного случая ( (5.3) и второе 

уравнение (1.7)) также квазивволме регулярна. При этом нетрудно 
получить решение рассматриваемой задачи в случаях о -ос или Ъ *

г) с с? О, то есть по всему контуру заданы напряжения. В 
этом случае решение приводится к определению неизвестных коэффи
циентов из вполне регулярной бесконечной системы ; 11.

Фиг. 2 Фиг. 3.

Отметим, наконец, что задача, рассмотренная в работе )4|, при 
/2 (у) /.(л՜) О соответствует плоской задаче для неограниченной
плоскости с двоякопериодическими прямолинейными разрезами (фиг. 2), 
а рассмотренная здесь задача при / (</) /\(д>—О соответствует уже
плоской задаче теории упругости для бесконечной плоскости, ослаб
ленной двоякопериодическими крестообразными разрезами (11-иг. 3).
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Аналогично может быть рассмотрена задача в том случае, когда 
между штампами и материалом прямоугольника существует кулонов
ское трение или жесткое сцепление.

Ин.тшуг ••5.։има।ики и механики
АН Армянской ССР Поступили 15 IV 1971

11. 2. I).. 1Г. IPiPSSSlU.

II;u.ini.r in» lulUH! lub’M'l» U U.UI»!>

II. il l(l II l|l II I if

Vy/Wu/yiZ/l/nnf !t 11И1ШЛ<Ц1>1{шЪн1 ft lilt'll UI flU tit ft JUlil ffllftft ft1"1'?! ft ft ft 'HfJ’/iUblf- 

jaib ittiifiiip. http n IIII/lull I/ J ill'll ptifiïp 1/11Ц11 !i/>li *//"" ftifpuijft'li ttj ш jtf uj'h'b ft p p
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A MIXED PROBLEM FOR A RECTANGULAR REGION

\ \. BABI.O\A\. A. M. MKRTCHIAN

S u m in a r y

A plane problem for a rectangular region is solved v. here on all 
its areas the boundary conditions are given in a mixed form.

•'he tangent strains along the contour are assumed to be absent 
and the rectangle to be pressed on all its sides with rigid punches 
symmetrically spaced al its centres. The length of the punches applied 
on opposite sides is the same while that acting on the neighbouring 
ones is different.

The problem is reduced to a system of dual trigonometrical equations, 
and then to a q'uasireguiar infinite system of linear algebraic equations.

Some particular cases for the limit values of parameters ;.r;J for 
different boundary conditions arr considered.
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