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А. С ХАЧИКЯН

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА С ТОНКОСТЕННЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Рассматривается плоская задача теории упругости для прямо- 
Кугольннка с симметричным тонкостенным включением, подвергнутого 

действий) симметричной внешней нагрузки. Решение этой задачи 
приводится к квази-вполне регулярной бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений.

Задачи определения напряженного состояния плоскости и полу
плоскости с неограниченными стрингерами впервые были рассмотрены 
Меланом [1|. В работах [2 8] исследованы различные задачи для 

Енеогранййенных областей с тонкостенными включениями и накладками 
конечной или бесконечной длины.

1. Рассмотрим прямоугольник / -< х I, Ь г/ /> с тонко
стенным включением длиной 2о, расположенным на осн абсцисс сим
метрично относительно начала координат. I1усть включение растяги
вается приложенными на его концах равными и противоположно на
правленными силами величиною 2Р каждая и пусть внешняя нагрузка 

;ни кромках прямоугольника симметрична относительно обеих осей 
координат. Примем, для простоты, что на кромках прямоугольника 

№ касательные напряжения равны нулю.
В силу симметрии можно рассматривать только четверть прямо

угольника (фиг. 1).

На границе рассматриваемой области, согласно условиям задачи 
и [9], имеем условия

~г-*  (Х-/ ~ lv-ь ~ U Ь--0 “ V |V-<. — О (1Д)

Л
в*\|,-г  = /։ (ÿ>- 4\/4COS%V (1-2)

à-i
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00
/4(х) — ^а;С08 7А-Х

2 к(-1

~т9{ 0 при а<х\/
1у -О

11.3)

(1.4),

Ей'+ $7’ = 0 при 0<Сх<^а, у — 0 (1.5)

где /,(</) и Л(х) заданные функции;
и перемещения; Е, ч модуль упругости 

?уу, ~-՝у> г’ напряжен։« 
и коэффициент Пуасс՛՛;.

материала прямоугольника;

£(1 —•<„.) £֊ к-
Е„ТГ ՛ ^=Т՛ = Т

2Л толщина включения; '2 Г натяжение включения

•I
Т Р I ~х-,их

(1.6)

(1.7)

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напря
жений Эйри формулами

_ ^г<|> - _ _ д՝<\>
~ 7’ — ~7։ ~г'< ~
Оу- Ох՝ Охиу

с Го^Ф ? д-Ф оФ
Ей | —- (1х ч ------ , /;т- = .------------у-------

.Оу" Ох Ох՝ Оу

Представим функцию напряжении к виде

Ф(х. ։/) У[.4;сЬг*у/  : Вк^^-у >к у -

ОО
/Л бЬ 7к //)] соя 4.1- х \ | Ек- еЬ .< 1'\ ьИ 3;-х

к- 1

֊г /кх (Сд- сЬ /д- л А/д- $ И ,'дл-) | со» /д у /1 л՜՜ у • (1,91

Удовлетворяя условиям (1.1), получим

Га ֊ Сд - О, (1 +ч}Вк- (1 ->)С*

/:а = //а(1 + Ыс<ЬМ (1.19)

(Дд- /Л) ЛЬ (/Л Са) сЬ хдб 7-кЬ ( С к 811 7кЬ -Г /Л сЬ 7р}) = о 

Условия (1.2) (1.5) с учетом (1.7), (1.10) и обозначений

х ±-;. ։ = ^, \=-^֊к (1.111
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Плоская палача для tip ям оупмвтжл с тонкостенным включением

Ճ (Dl sh »l6 - Ci ch 3;ձ) = I Эх- Xfc

-֊- 3*  Hl sh ?.l >Î'C» = Zi
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(1.12)

прн'одят к следующим уравнениям:

CthV sh’M' fli 4 « ( 1)Դ
А -,

1

1

h +

(из)

Çcth ո Л
'Jkb

sir StA
1

> տհ nA

Յէ/> ch чк 

sh’iiA

՜ «1
А » (1 14)

i

h.
4

Գ
4

(I 15)

О при (1.16)

cos к՝; - —i— V Լճ*̂  J J v (J v) cth *$ծք  
3 - V — I sh ոծ

(14j)a*,6  Ղ
— — (3 — >) (1 - eth ïiô) —

sh-2xA

V J - r- 

A|3 Վ*՜ . shß*/

1
cos к

[(1 И ch tu*;  — (1 - -/) bjcth За/ch Հ

____ 2____  V
(l-*)(3  >) f-,

2(. 2Հ, 4- ip 
3 V

при

cos 5; a

(1.17)

Используя решение парных
МОМ и |10|, ИЗ (1.16)~(1.17) 

получим

рядов-y равнений, данное А. А. Влб- 
для неизвестных коэффициентов Za

Ali

2(3- ՝>“|i ։հ։„ձ (I r T) 3,6 cth xn/*|
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4 ^1 ।
(1 4->) а,.6 _ (3 .,)(с։1։ .211А п -М-А 

яЬ2 ?.,,Ь 1 хр

+ !’1” - 2-1^1 И 7 .(1 -(1 *,)^4
~Ь (3 — V) р ։ яп Рр/

2(3 V)
43 »7— 1 # со» 4 ('■ -Л) + ‘^Р 

1 
О.'

где

о

'/„(соя#) Цт — </9

« •։
С Ь РI !/* (соя Г>) Цг | 

. ’ * ои и

сЬ та-; соя -֊ <1- 
£

(соя՛; соя '■ ।

Цк (соя г1)

яЬ /,к ; соя-^ г/՜;

ГГ|*2՜
՝ (соя?—СО5У)

'»соя соя - <1^
/ г, 21 2 С 2

у, (соя 0) = --------------------—
г. (соя ? — СОЯ V)

|>

Все искомые коэффициенты могут быть определены решением беек 
печных систем (1.13) (1.15) и (1.18).

2. Докажем, что бесконечные системы (1.13) (1.15) и (1.1« 
квази-вполне регулярны. Для этого достаточно воспользоваться '.л՛ 
дующими оценками:

4А֊| А- /I /6=| 6 V Р 1 Р ____  = 1 О/-Ц
г /։- (р-^ ■ &!*)*  I 2

ос
6։ ----- т------- ---------------- О (/;■*)  (2.1

р » р1 (Ь"р՝ ֊•- Л’^5)
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4 : У 1 р /., 0(4- *). 4'У^
Л-. sh’-*  ~<р‘ V 4‘ 7

k ‘ УО(к •). 4' У К‘" 0(4 ՝>
д—I ah fy/ /Si sh’V

i * ™ » *
fe1 5> ‘Acosta OU՜1). h-0(2k ’) (2.2)

Слюбэдиые члены систем (1.13) (1.15) и (1.18) при обычных пред* 
АОжсниях относительно заданных функций /J.vl. /*(х) вследствие 

__  I
(2.2) ограничены и при больших к убывают НС медленнее, чем к ‘.

При получении оценок (2.1)֊ (2.2) были использованы значения 
интегралов Л7„ Jtr, Kbfl, /*,  асимптотические разложения функций 
yjlcos^), z4(cosM, Y (cos>). И (cos ), приведенных в работах 
(10. П|.

3. В окрестности концов включения напряжения имеют особен*  
рть. Приведем выражения для напряжений на линии у — 0. со дер« 
шве ։ виде множителя »ту особенность

— sin —
2 V 2 2
1 > I cos 7 -cos 7

___ 1
2(3-

\ Л/j // (cos 1)

____ I_____  
4b{3->)

-W Y (cos 2) 
— 
p-l

/ u• v I \ Y„ 
26(3->)— shM

1Л (cost) ~ /Wj

V)(3 v)

</r(cosT)a; ——vm,
1 I- v| 2(3 v) —

Л-

f--------L
26(3

M. Yr(cos t)
•»

«V-V Д cos >4 Л-
1-J
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' 1 * >. 
sh /p/

1 V —/fe._ sh /л x ch /ах (1 /a/ clh քև/)] -
6 f-) sh /1/

• Cth ,<-/)! '2f֊

H (x — a) I 2 sin — t 00

2-ïïHM-^ir,;W'-VJCOs։> +
I cos « cos 7

/ j M,r,i(i (cos a) - -(1,Ա
sh /

U'(cosi)! -A/J.

<5 ՛J99
ÿ

1 v
2(1 4-’>)(3-v)

7 I cos ■՛.) p5*՝ ձ, cos ’*x

где

(i -и M
sh ßp/

I Հ
6 -,

lv
b-,

lpV L» COS 1*X

Ճ- COS «4X

(1 —
2(14- ՛*)  (v 3) I cos 7-

J 2 sin —5Q
--2— I լ ?W, y (COS3.) 

cos Հ Ip-j

M.,Y, (cos/)
4M
sh r̂ l

V. (cos?) 2(3 4^
V’

M ֊

<XJ
I «À Xk

sh «*ձ
( 1 4֊ *kb cth Ն-6) ֊77 I ՜— 

7է. >
(cth 'J-ьЬ 1) -

‘j-kb

sh*  7kb
COS «АХ

к i

•%
ԼճճՀԼ(լ — 7X/j cth JaA)-----4t(t---- clha*6  -
shM> Հ И гч 1

/ V I ЙЛ'kb

sh*  «а/?
) COS «АХ

b f" ! sh ,4/
I дх sh '^х ch /ах ( 1 —
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1
2(3 — *)

ОО
у/г (сои я ) Р V СОЗ X

/4------ --------у
2МЗ--0Л

СО

М2 У, (соя я) 7, М, V Д, соз 3хХ _
'Р *’ "

• *=1

(1 -1- *) МЛ'/л У 1> ( I/ , . х-ч , \ н
--------- ——---------- И, (СОЗ я) — > /.ДСОЯ=4Х |

8П рр/ \ " к__}

Мг = р V—(1- V) 1рЬ С1Ь Яр6| -
ЗП 7.,,Ь

41 -՛ ֊ (3 ')(е1ЬМ> 1) 23

(1 I֊ *) Ч

а

^•1 — (с°8 гР (СО5с^.?

и

А.. = (соз б) 7.. (с.о5 '<) с».£ ֊ г/0
V

£3 = гк (сое б)[7, (соз 6) '.р1^ (со$б)] сЦг

Н(х) = { лу —функция Хевисайда

■гНсозб) :
2 /2

о з։п к- 51п ~—с1г
\______2_

(соз 9 — соз б)‘ * 
о

_ $Ь кх $5п — (1х 
гк (сО։ в) !!֊?_ С-------------- 1֊^.

г. ,) (соз .г — СОЗ >) 
о



62 Л. С. Хзчккин

1И/ 21 2
11՜ ;> (cos 6) - -------------

• »

'՛ х ch рх sin — dx
i —_______ 2_
.՝ (cos х — cos b)‘ ՝ 
u

Г,(cos 6) 21 2-
՛՛ ch px cos ֊— dx

. (COSX COS 
о

» х sh px cos — dx
։/, го 212 ։' 2
Ир (cos у) = ------------ I ------------------ —р.

- J (cosx- COS У) 
и

Ряды, содержащиеся в выражениях для напряжений, очевил 
сходятся абсолютно и равномерно.

При получении этих формул использованы значения некого] 
рядов и интегралов, а также свойства функций (1.20) и (3.1), пол 
чеиные в работах (10, И].

4. Рассмотрим некоторые частные случаи и видоизменения nej 
начальной задачи.

а) Полоса с периодическими включениями, параллельными 
кромкам.

Решение этой задачи получим, если в граничных условиях (1.1, 
(1.5) заменим условие (1.2) на

. и I = 0 (4!

оставляя остальные неизменными.
Бесконечную систему для определения неизвестных коэффиц 

тов в этой задаче получим из системы (1.18), если положим Ус

I ( cth аА6 *kb \ Zx- /1 - ՝» 1 i-kb ch \ _
sh'՜ 'чЬ / at' \ 1 4- •’ sh 7kb sh՜ rkb /

(

t, = /> =
“о
4

б) Полоса с периодическими включениями, перпендикул! 
к ее кромкам. |

Решение этой задачи получим, если в граничных условиях (1.1
(1.5) заменим условие (1.3) на

г’ I = 0 
|у-/»

оставляя остальные неизменными.
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Бесконечные системы для определения неизвестных коэффициен
тов этой задачи получим из систем (1.13) и (1.18), если положим

Хк = 0, К = ֊°
4

(4.4)

я) Плоскость с двоякопериодическими включениями.
Выполняя одновременно замены в граничных условиях, выпол

ненных н случаях а) и б), получим

хк = О, У\ г= о

у Л- I (1 •

2(3- 5Ь?а„Л
(3 Ч) ( с1И трЬ — 1 )

2? I '
----------- !кР
~г >//

4“’^-' 2НЛ’ '• '= = 0 (4-5) 
2(3—V) I 1 4-|

г) Переходя формально к пределу при / - и Ь в систе
мах 11.13) - (1.15), (1.18), получим интегральные уравнения задач для 
полосы или плоскости с единичными и 'периодическими включениями. 
Однако, более удобные для вычислений интегральные уравнения можно 

получить непосредственным рассмотрением названных задач.
Приведем интегральное уравнение задачи для плоскости с пе

риодическими включениями, центры которых лежат на прямой х О, 
под действием равномерного, параллельного включения растягиваю
щего напряжения на бесконечности.

Представляя функцию напряжений в виде

Ф(х, у) &(>)&• У - <Г/[С(л)сЬ л^

1) (/) яЬ ՛>у ]} соз > х <А (у"

творяя соответствующим граничным условиям и условиям на 
вечности и поступая аналогично |12], получим

£(>•) — С (/.) сН1 /./>

С(И
$!г / />

В(,)=С(И1-------
1 — V

•?(х)

2§Ьл6

(1 + Х6сИ1>6)
2 5п 1Ь

?(»/> !/)<»/ /(-<) (4.6)

1 —
— сП» >6

2
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где

>(х) г(>.) = лаС(л)
X 

в 

*('•) = | г (.У*  А('!/)4у 

о

#(*.  .У) \' 'V(л) А (/։/) /70 (х, / ) (Ь -|-

о

-АГ(>) - с։Ь!.Ь
14-у КЬ

у 3 вИ-՛ / Ъ

/(х) = ^Г(л) #0(/х)Л/ 

о

2 яЬ / Л
|1 *-}-(*'  1 )/ /> с 111/■/;], 30

(1 >)(>֊3)

заданное напряжение на бесконечности; Е(к), К(к) --т 
ные эллиптические интегралы; ]х (г) — функция Бесселя; Н(, (г) фу1 
ция Струве.

Уравнение (4.6) является уравнением Фредгольма второго риъ 
д) Растяжение полосы с периодическими включениями, паралле.՛ 

ними ее кромкам.
Решение этой задачи получим, если в граничных условиях П И 

(1.5) заменим условие (1.2) на

£н| =2//=0

где =0 -заданное напряжение на бесконечности; /—постоянная, 
лежащая определению.

Поступая аналогично п. I, получаем бесконечную систему
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Л = 0, Z։ = 0, (4.9)

| x/clW -2^_\ + -4/Lz2_J----------lt6cthax.6\ 0
\ sh'«i6 / a/ \ 1 4-v sh«*6  shafe6 /

(3֊ v) (M*  exp ( a/,A)cha/,6) ֊ (1+4 a;6՜ — —------—
Q,  -------------------------------- 7--- 7~J----- 7------------------------------ — — (4.10)

cn y.f,b sn a-pb -֊ «г6

Постоянная / определяется из условия равновесия некоторой 
■еекокечной части полосы

ь
з»6=у<глс?у (4.11)

о

где путь интегрирования проходит по некоторому сечению .г d, не 
■роходящему через включение.

5. Рассмотрим более подробно задачу, решение которой приве
дено в п. 4д.

В этом случае, как и во всех рассмотренных выше случаях, 
бесконечной системе можно придать более удобный для вычислений 
ты.

Введем обозначение

2k = 4/(1 С#)«дЛ*

где

1-

4fi V ъ 
------ > —£ cos

'Л*'

4? Ъ
---------cos 2ра

(5.1)

Система (4.8) примет вид

I = 0.2)

Решая эту систему, можно определить неизвестные заранее посто
янные Со и /.

Из (4.11) для постоянной / получаем

(
. , , 1 — v

7х,-о cth
_______________ 1+ >

sha*o

5 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 4
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Были проведены вычисления при следующих значениях пара 
метров:

2- = 3, 3 = 15 6; V = 0.25
Ь 16

— = 0.25, 0.50, 
I

0.75

Вычисления показывают, что при этих значениях 
система (5.2) вполне регулярна.

/ 2Т '
Вычисленные значения натяжения включения (--------

\ 2Лзй /

параметров

и коэффи

циента особенности напряжений зду в окрестности конца включения
/ А \ . 1
I — 1 приведены в табл. I.
\ 3« /

Таблица ]

а
т

а

Г

*0
д

-0

0 0.254 5.9
0.25 0.25

0.50
0.241
0.215

1.2
3.2 —0.419 0.24

0.75 0.172 2.3

0 0.392 1.0
0.50 0.25

0.50
0.385
0.353

1.8
3.1 -0.553 0.72

0.75 0.268 2.2

0 0.439 8.2
0.75 0.25

0.50
0.437
0.404

6.2
0.5 -0.453 9.0

0.75 0.336 3.0

Неизвестные коэффициенты определялись из укороченной систе
мы (5.2) при р =16 и р = 20. Разность результатов вычислений (о)

- « увеличивается при полый их — •

Вычисления показывают, что коэффициент особенности напряже-

м й л а 1нии уменьшается по модулю при -—••0 или — • 1.

.Автор выражает благодарность К. С. Чобаняпу за ценные советы 
в ходе решения задачи.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила I II 197]



Плоскйн задача для прямоугольника с тонкостенным вклхгееписм 67

Ա. И. ԽԱՋԻԿՅԱՆ

Ա1>ԱԱԴԱ’ւԱՆ(11’1*- ՅԱՆ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 2111։к ԱՆԴՈՐՐ, ՐԱՐԱհԱՊԱՏ 
ՆհՐԴՐԱԿՈՎ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՃԱՄԱՐ

II մ փ ո փ ո է մ

Գիւոարկվւււմ Լ ա Ո աձղ ա կ ան ո • թ յան տեսության հարթ իւնւքիրր սիմետրիկ 
արտւււրին րեո/> աղդեէքէոթ յան տակ գտնվող րարակտսյատ ենրդրակով ուղ- 
•ւսւնկյան հտմարւ եւնդիրր րերվում Լ գծային հանրահաշվական հավ ուստրում - 
Լ/*/'/'  I"/'1"//'՜//""//'}/ ոեդոէքյար երեր անվեր*  սիստեմների [ւոձմանէ

թերված '/ն նաե րարակապսոո ներդրակներով • երւոի I։ անվեր*  հարթութ - 
րււն համար մի րանի ւղտրրերակտն խնդիրների րոծումներրւ Դիտարկված I,

թվային օրինակ ւ

ON A PLANE PROBLEM OE THE THEORY OF ELASTICITY 
FOR A RECTANGULAR REGION WITH THIN-WALLED 

INCLUSION

A. S KHACHlklAN

Summary

АЁ plane problem of the theory of elasticity for a rectangular 
region with thin-walled inclusion under the action of symmetrical external 
forces is considered.

The problem is reduced to the three quasi-regular infinite systems 
of linear algebraic equations.

Solutions of some periodical problems for a strip and infinite 
plane with thin-walled inclusion are also presented.

A numerical example is given.
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