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ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ СОСТАВНОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ

Задачу теории упругости для кусочно-однородных тел рассматри
вали Н. И. Мусхёлишвили, Д. И- Шерман, С. Г. Михлин, Г. Н. Са
нин и Н. П. Флейшман, М. И. Шереметьев, Д. В. Вайнберг и дру
гие. Г. П. Черепанов |1] решил плоскую задачу неоднородной беско
нечной пластинки с разрезами вдоль прямолинейной и круговой кон
тактной линии. Позднее эта задача рассмотрена другими авторами. 
Втлъямс исследовал особенности напряжений около края трещины н 
плоской задаче теории упругости составных тел [2 -3]. В работе 
Д. Бодли [4| рассмотрена первая основная задача теории упругости 
для плоской деформации и плоского напряженного состояния двух 
прямоугольных упругих клинои с различными упругими постоянными, 
соединенных по граням. Полученная граничная задача для функции 
напряжений решена с помощью преобразования Меллина.

В настоящей работе рассматривается задача термоупругости для 
: плоской деформации полуплоскости, составленной из двух четверть- 
•плоскостей с различными теплофизическими и упругими характеристи
кам? материалов. Четверть-плоскости соединены между собой вдоль 
общей границы при некоторой температуре. Полуплоскость подвер
гается стационарному температурному воздействию.

1 Составную полуплоскость отнесем к полярной системе коор
динат (фиг. 1). Плоская задача термоупругости приводится к интегри
рованию уравнений равновесия [5]

к условий непрерывности 
такта -г =• О

<?з<0 ^-(л

(1

(/ = 1,2)

и условий совместности деформаций 
д(4п + 4'’) о (1 = 1,2) (1.2)

с граничными условиями
-'«) = 0. 0*? I _ ’ г- 

напряжёяий и перемещений на линии кон-
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4"1 42>1 , 
1т=-о Я. = ’-!

/пр!" -(1 т,)5՝,"1 =1»[т„4г>—(1 — т ._.) А՜’] + Л/7^

0Г

А.«1’О.(П д^г О3:■ 2з^. "Ъ -г (1 ֊ !Щ) ——
-О дг 4-

дТ. (1.4)

где условия непрерывности перемещений и;, V/ (/ — 1, 2) на линии

контакта ? = 0 заменены [6, 7] условиями непрерывности —• 
дг дг

1, 2) соответственно.
Здесь введены следующие обозначения:

(/ 1, 2), в.
Л
Л.

(1.5)
М ֊֊֊ 2Ц (а.»(1 72) 7.Д (1 — ?։)], Л՛ = 26’,р.։Т| (1 7։) — а,, (1 - •<.)|

где , (}։-, <7(7 — 1, 2) — коэффициенты Пуассона, модули сдвига и 
коэффициенты теплопроводности материалов в областях I и 11.

Предполагается, что напряжения з'б, (/ = 1։ 2) при г

имеют порядок г а при г 0 — г՜ (0<^з<^1).
Применяя к уравнениям 

будем иметь
(1.1) —(1.4) преобразование Мел лила.
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где введено обозначение

/(?,₽) = [/(г. г) гЧг (1.8)

О

Сходимость интегралов типа (1.8) обеспечивается, если параметр 
Р меняется в полосе

1 -Н<Кер<0 (А)

Общее решение уравнений (1.6) имеет вид [8] 

- • Д С05 (р 4-1 со$ (/> - 1) ? + С,-$։п (р 4-1) 7 4 Д в։п (р 1)?

;со .2_____ 1 1 (1-9’

р р — 1 4^՜ г' р— 1 </<?

Для решения плоской задачи термоупругости составных тел при 
стационарном тепловом воздействии, как это видно из уравнений 
(1.1) (1.4), достаточно иметь только распределение температуры и ее 
нормальной производной на контактной поверхности.

Входящие н (1.7) Г.| и г/ Т.
</? -

определяются решениями со-

ответствую^их задач теплопроводности для составной полуплоскости.
Решение стационарной задачи теплопроводности дляТсоставной по

луплоскости с температурными граничными и контактными условиями

Л

2

)7՝о г
I 0 г

(Г, 
1 о

1
1

<1

>1

7\{г. 0) ֊ Г (г. 0). — I~ к

Л’.ТКО можно получить с помощью преобразования Меллина

7'0соз (р 4 1) ? 7՜ - — 7*0СО8 0*՜!-

(рЧ- 1) (р ■ 1)

На линии контакта имеем

?=Ч 1(-Ч ,=
(р • 1)8’тР^

(1.10)

Удовлетворяя граничным и контактным условиям (1.7), с помощью 
(1.9) и (1.10) для неопределенных коэффициентов А,, В;, С/, Г), 
(/-1,2) получаем неоднородную систему линейных алгебраических 
уравнений
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.4 ։ «3' 4՜ В у 8 4- С, С — /?։ С = О

Агр С Вур С — Сур 8 ; /Уур~8 —- О

А28 4 В25 С,С 4֊ 1\С = О

А^р С В2р~С — С.<р 8 + [Хр~8 О

А, 4- В. Д3- Д.= О (1.11)

Сур՛ -г 1^\Р —С.^р՜ И֊р՜ о

Л։(4/П] р ) Вур А ,р (4/м.. 4- р }В.."-р = — 1^1—
р-8

Су \4nty — р~) — [)՝р~ С.у(1 (4/71. р ) ;• О..\։-р = О

где приняты обозначения

Р' р~\. р =р-У, Рг՝ п соя — = С
2

• с я п — == э ;
2

Для А,-, В/, С,-. /Л (/ 1, 2) из (1.11) получим

■■И Л) Р а<
2р 5 А ’

МУ» р з'трг.а
4р 5 А

М Го Ь< >.■------------—
2р 8 А

М7՝(| Я1П р~(1;
(1.12)

где

«1 = (I1 — 1) (р -г 5г) {р: 8՝) — 2п (р‘ 8А }1/п2 51гг рг.

Ь.. р+(п 1)(/7 8‘){р' В2) 2п(р со$р-)(р- 8՝) I- р -\чп <\П-рг.

сх —(։*-!) (р՜ — 5’) 4- 4р/п, (р — 52)

(1Х- р (Н — 1) (р2 8՝) — 4пт ,рС- г 4/7?։ (рг - №)

а2— («< — 1) (р ֊4 5՜) (р՝ 8 } — 2т? (р՜ 8‘) — ту я»п-' р'

Ь2 р ('л !)(/> 52) (р- 5?)

2п{р со& р~) (р- 8*} р ту 5Н1'р՜ (1.13)

се (? 1)(р; $'՛) 4гпу (р 5՛)

(1л = р (11 1)(р? 5::) 4'//п2(р-- 8՜՝) — АтурС՜

д = 4;ч771/пл я։п2 р՜ (р: - 8՝) [4л- (? — 1) (р* — 5՝) 45՜' (п 11 л|
<М О-14)

Здесь

л т. — !1/т?2
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В случае, когда упругие свойства материалов в областях 1 и П 
аковы, то есть р - 1, /п, — а коэффициенты линейных тел-
х расширений различны «2. выражения (1.5), (1.13) и (1.14)

<0 = 02 nisin՜/?՜, 6] = 6с р т sin՜/;՜

ci с> =4 т(р №), d\ ~d> = 4m(/;C'~ р~ №) (1.15)

| Д' = 4nr sin ' p~, M' = 2G’( 1 4* ՝*) (as — a։)

Подставляя (1.12) в (1.9), для преобразованных напряжений по- 
»учим следующие выражения:

(*') .^^0 Гп . •
t՝r\ = ---------— [2п,-р sinp а 26,-sin р -

4р SA

— (d р cos /> ® d,- cos ) sin рг. |

=7' =-------~"?Н• |2а,-/>՜ cosp г 26,-cos/; т —
4/; 5Д

sinp“(c, p sin р 9 — di sin p 9)] (1.16)

4” ——[2«, {p 3) cos p 9 26/.cosp 9 - -
4p+5-\

- ci{p ■ 3) sin p~ sin p о di sin pv. sin p 9] (.' 1,2)

Напряжения в областях 1 и 11 получаются с помощью формул 
абращеяия Медлина |8]

o(') = _Li 7'>r (/==!, 2) (].17>
2"/,,

<4»

где за путь интегрирования (Д) можно принять прямую,, параллельную 
ими,мой оси комплексной переменной р и находящуюся внутри по
лосы (А) правее первого полюса подынтегральной функции.

2. Рассмотрим поведение напряжений на линии контакта при 
LB*O. Из (1.16) и (1.17) получим

МП Г./-^1--՜'՛՜՛ dp
Sr.i J р -5Д 

(Д>

■->՛ — з'-’] — | /•-•(/у)г ''՜՝ j
' Ко i Ь-о 4~i J р

(4)

(2.1)

g/tp'ir՜" ' , 
—7-5՜'^ (i- 1,2)

где
1И»«се:нн AU Армянском СС?. Механика, № 4
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/։(р) = (с։р* /2{р} а}р' -6,

Я{(р> й,(р4-3) 6/ (7=1.2)

Как видно из формул (1.13) и (1.14), подынтегральные функ) 
в (2.1) являются мероморфными функциями от р\ полюсам этих функ
ций, определяющимся корнями трансцендентного уравнения Д—О, 
расположенными в полосе (А) и имеющими наибольшую действита
ную часть при различных конкретных комбинациях значений упруг» 
констант, соответствуют различные порядки особенности напряжен։։ 
Значения корней с наибольшей действительной частью для некот՛
рых комбинаций значений и, ?։, приведены в табл. 1.

Для вычисления интегралов (2.1) при г<4 контур интсгрир։

вйния (Л) дополним дугой окружности з-
—- и при

меним теорему о вычетах

Л~1

2~7 гее
(Рл)

1^-1
| р ЛД | лр Л’Д

(2.2)

Интеграл по дуге Су при R стремится к нулю в силу ле: 
Жордана |9].

Из (2.1) и (2.2) для напряжений получим выражения

МТ(1 ч,
— 2ге5

<₽*)

/.1рЬ ■- • 
р 5Д

/с(р)г <’-»

МТй X’ 
7՛ ---------- 2 > гее

2 <Р*)

&(Р> г”*“1

Р 5Д
(7 1,2)

(2.3)

0<г<1

2 М

где /у. полюсы подынтегральных <|>ункций в (2.1), имеющие отрип 
тельные действительные части. Очевидно, что ряды в (2.3) сходятс 

Рассмотрим частный случаи р-== 1, Из (1.15) и (1.1
для напряжений на линии контакта — 0 получим

=</■ =0, ՝<!р (2.
8-7/п р՜ 5 з1п р- 

(А)

М՛ 

\r.hn
՛' —-^1,р 

Р 5։п-^՜
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ГДе

В этом случае подынтегральные функции не имеют полюсов н 
I волосе 1 <Иер<^0, поэтому за путь интегрирования (Д) можно 

взять а той же полосе любую прямую, параллельную мнимой оси.
Вычислим напряжения (2.4) при 0<^г<^1. С помощью теоремы 

о вычетах для интегралов в (2.4) получим

I ?1(г» Р^(1Р = ‘2՜’
(4)

> гез ге5?<(г,р)

(2.5)
?2 (•', Р) (1Р " 2՜/ V гез'^2 (г, />), 0<г 1

• Гд)

?1(г, р)=._?рг-1
, 1\ ■ . р~<р 4- 1 ) $1П р՜ ЯШ - - 

2

'?2 (г, р) =------------------- --
(р •- 1)

'2к (к 1,2,..,) — полюсы функции ?! (г, р)
первого и второго порядка соответственно, р{>- - 1, />. = 2к 
11-1,2,...) - полюсы второго порядка функции ?2(г, р).

После некоторых вычислений из (2.5) и (2.4) получим

+А у (=2)
(2к

о

Суммируя ряды в (2.6),

310 ЛГ71.1
“т

со
2к

~т 1 .

.ч-։
-г1^

м։ гс.
1 —

~т

имеем

1 1

֊(֊ 1я г агс(£ г \

՝2т

1) (1 к 1п г)

( Р г 
2к- 1

1

(2.6)

0<г <1

. 1___ г՜) 1п г
(1 г7)7՜

—агс1$(г)> О

Аналогичные выражения получаются и при г 1, но, если 
Денис напряжений в окрестности точки г — О выяснено, удобно

(2.7)

лове-
инте-

■трал /։(г) принести к вещественной форме. Перенося путь интегри-
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рования на мнимую ось {р /'). после некоторых преобразований։?^ 
лучим

со
I (5Ь: > Исо.$ (' 1п г) ֊ ! 81П (> 1п г)|

м՛ т0 1 \ 2 /____________________________

2’1тг>| (1 + Л։)։Ь>.= ։Ь —

<>

В табл. 1 приведены значения корней уравнения А Ос наибом 
шей действительной частью для некоторых комбинаций значений 1>, 

V...

Р1 — 0.832 0.934 —1.014 -1.015 ֊1.005 -0.957 -0.7М)

0.24 уа~о.3б

Р։ —©.806 -0.912 -1.006 1.005 0.978 -0.957 -0.7ЙГ

•ч 0.32 , ?, 0.36

Р։ -0.762 •0.882 1.001 ֊ 1.001 —0.998 —0.968 -0.814

а 0.34 >։^о.2б

р» 0.752 -0.882 —1.003 -1.003 -1.001 -0.974 -0.82$

0.28 ^=0.32

Р1 0.782 0.900 —1.001 -1 -0.995 -0.960 -о.???;

>3 0.3

Р։ 0.772 0.893 ֊■ -0.996 -0.996 -0.962 -o.su'

Как видно из формул (2.3) и табл. 1, н рассмотренных случи 
напряжения при г 0 имеют особенность порядка ։1—1 и являютЯ 
монотонными функциями, стремящимися к бесконечности при г -О 
Из общих формул обращения (1.17) следует, что этот вывод •••ср։ 

при любом значении ъ в интервале ( —» --

В частном случае у 1, V, -= ՝><, напряжения (2.4) или (2.7) щ 
имею՛։ особенности при г - 0, что совпадает с результатом, получа 
ным в [10]: особенности напряжений в задаче термоупругости соси» 
кого тела существуют, если они существуют в соответствующей пер 
вой основной задаче теории упругости.
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Pl'P A ՜յ՜ 0 սւրաՆսէքեՆքքեՆտ հավասարմաե —1 . Rcp ՜70 երտ"։ d
ւրէւնւ1։ւրք և ամենամեծ իրական մաս a։\։Lyut( արմ ատն Լէ Աոաձցա կան Հաււ- 
ասյս-.ւււննհրի սրոյ արմ երներ/’ քքեսքրաւ! րերված են ր.-ի արժերնևրր։

THE THERMOELASTICITY PROBLEM FOR A COMPOSITE 
HALF-PLANE

R. K. ALEX ANIAN

Summary

The problem of plane deformation (or a composite half-plane, free 
born any effeef of external forces and restrictions, under the action of 
a static thermal field is considered. The half-plane is composed of two 

[ quadrants, which have different elastic and thermal properties.
The problem is solved with the aid of Mellin’s transformation. The 

behavlour of the stresses near the point of intersectio։։ of the contact 
line of quadrants with the free border of the half-plane is investigated. 

I The singularity of the order 7։ 1 for the stresses Is obtained where 
7։“Ke/)։. p։ is the root of the equation A 0 which has a maxiiiinm 

| real part In the strip 1 ֊?- <CRep 0. For some magnitudes of the 
| elastic constants the values of p, are given.
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