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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
С ВЕРТИКАЛЬНЫМ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ РАЗРЕЗОМ

Исследованию плоской смешанной задачи теории упругости для 
плоскости и полуплоскости с разрезом посвящено много работ, о ко­
торых подробно изложено в обзорном докладе И. Снеддона [I].

В настоящей статье рассматривается задача плоской теории упру­
гости для изотропной полуплоскости, которая на расстоянии „и" от 
горизонтальной границы имеет вертикальный полубесконечнын разрез. 
На горизонтальной границе полуплоскости задан вектор напряжений, а 
на вертикальном разрезе—нормальное давление. Задача решена мето­
дом Фурье. Решение задачи сведено к „парным“ интегральным урав­
нениям, которые в дальнейшем сведены к интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода. Доказано, что последнее уравнение можно 
решить методом последовательных приближений. В частных случаях, 
когда а — ос или а 0, соответственно получается первая основная 
задача плоской теории упругости для полуплоскости и квадранта.

Рассмотрим задачу плоской теории упругости для изотропной 
полуплоскости с вертикальным полубесконечным разрезом, когда на 
горизонтальной границе дан вектор напряжения, а на полубесконеч- 
ном разрезе- нормальное давление (фиг. 1).

Фиг. 1.

В силу симметрии граничных условия относительно оси 0</ можно 
ограничиться рассмотрением только правой половины упругой полу­
плоскости (квадранта). Решение поставленной задачи состоит в нахож­
дении одной бигармонической функции Ф (х, у) в области 0 х< , 

удовлетворяющей граничным условиям

с,,(х. 0) = /։(х), 

(0, у) /(у),

^(х, 0) = Д(х) (0<х< «) (1)

4« (0, у) = 0 (а < у < «•') (2)
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и условиям симметрии

//(О, у) = 0, г,у(0, у)֊ 0 (0 <у<о) (3)

Будем искать решение задачи в виде суммы двух интегралов Фурье:

Ф(х, у) 1[Д(а) яхВ(я)]е *8։п(яу)(Л

и

4- |[С(?)-г :<у7->(3)| е со$(8х)</3 (0<х< ; 0<у<со) (4)

Здесь А (я), /?(а), С (3) и 7^(3)— функции, подлежащие определению 
из граничных условий на у 0 и х 0. Используя известные формулы 
для определения напряжений и перемещений [2], получим

՛. (х, у) = — ( я.-' \А (а) ахВ(й)] е “՝ зш (яу) гИ , 
и

+ р։[С(?) -2О(?) + ^Д(?))е *СО»(М<£ 

о

(х, у) — I Я2 и (а) — 2#(«) ах/?(а)] е >л $1п (ау) с?я —

’лу (X, у) =

։/ (х, у) =

соз(?х)^

а2 [Л (я) В («) — 7-хВ (а)] е " соя (ау) г/а

+ (5)
о

^а((1---7)Д(а)4֊(1—>)5(я) Кх(1֊1 *)В(а)|е ,г з։п(ау)</а-|-

И(1 ЛС’С<) 2/9(?)4-^(14->)/>(3)!е^51п(Рл֊)<7? — аоу 60

о
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, 1 I а{11 -И/1(а)- 2#i j) 7х(1 ! ?.)| е ' cos (\i/ ) do. |-

pin +՝-)С(3) + (!-’)£>(?) + 
У

Ч- r-y (1 + ') U (?)]е “ cos (8х)*Ф г аох 4- Со

Закрепляя бесконечно удаленную точку, будем иметь «0 - 60 с0 0. 
Удовлетворяя граничным условиям (1), получим

С(3)= ֊■֊.J7J(^)C0S(M^

D \ f ֊ №sin ^х) </х (х-cos </х

!՛," ' п

։г(Д(«) —В(а) у.х/?(з)]е ' <7> sin(®x)rZx (6)

Используя условия (2) и (3), для неизвестных функций Л (а) и &(?) 
получим следующие „парные“ интегральные уравнения [3j:

-J.A (?.) sin (гу) (Ь ~ 0 (0 </ <С «)
о

(7)

я-71 (sin (ау) :h - /'(у) («<]/<)
II

(8) 
где

ж
^(</1 - ֊/(!/)+ ('?։[С(?)֊2О(?) 4-f!.vO(?)| (9)

Подобные „парные" интегральные уравнения рассматривались н ра­
боте |4].

Используя результаты работы |3], для А (а) получим

frHO/.tMrfr ПО)
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где

(И)

„А (х) — функция Бесселя первого рода с действительным аргументом. 
Подставляя значения функции А’(//) из (9) в (И), получим

•!Нг) = z. (г\ т F\ (г) (12)

где

(г) Г Г /»_
J (У՜— Н 1 .'(х*—г-)'՛
г О

(13)

/'.(И = рНМДМ <Л(М1D(?>d? 

о
(14)

При получении формул (12), (13), (14) были использованы значения 
следующих интегралов [3], [5|:

- <>W>>
(w—г)

гК\ (г?)

cos (Зх) f/i

где /ч. (Зг) функции Макдональда.
Учитывая значение интеграла [5]

i хе " sin (*x)<Zx = ——----
.1 (г»4-Й3)3я

вторую формулу (6) можно представить в следующем виде:

/;(?) = -/о [/ (*)sin (?*) A;: i Л (*) cos (Зх) (lx \ | —֊y֊7. dr
кВ-J К., J (а-4-

<■ fl <1
(15)

Подставляя значение А (7) из (10) в (15), получим

(?) = ~т; \ Л (-*)5|П (?*) (^х----\ 1 /։ (*) СО5 (~
кб-,1

о *՝
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•А 

R 1Л 9 г
_..о |™ <г) г Л® *2՜ (1г ~

•к 
О .• О-

</г (16)
«I

При получении формулы (16) было учтено, что [3]

= Ко( ?Н ֊ Ц- К. (М 

о

Исключая Г։(г) из соотношений (16) и (14), для определения функции 
£)(/) получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

6(7) 2(7)+уб(?)ТС(Т> ?И (17)

(I
где

6'(7) = -.^(7) (18)

АГ(7, ^5 ^|^(7Г)֊^АЛ(7Н||^(?Г)֊^-А',(.3г)|<7г (19)

ц 
.* •*

2 (*) = — 1/й(х) 5‘п (';х}их — ^/։ (х) сое (?х) <1х — 

(I о

(20)

Для решения уравнения {17) покажем, что

о
Имеем, что

<1

|к.(М-у Ач(М рг|<

КгД?.г) ~^К,(М
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^(М ^֊Ч(3г)

(21)

8

При получении формул (211 были использованы значения следующих 
интегралов (3|:

я
1п

) г (; г) Ал ([>/•) (1г —'

4

V 3:4-2Э։1п^֊

I г"Ка <7/-) К. (вг) (1г =----- —----- ; — -
2 г' — -Г >’II

- ₽* ֊ ֊* ֊ 47։?Чп
| НК, IV) (?г) <1г = 2-------

О 11
Упростим неравенство (21). Для этого перейдем к новым перемен­

ным следующим образом: принимая, что а 0, переменную интегриро­
вания 3 заменим через 3 = ае , а переменную (параметр) ; заменим через 
; — ое\ После таких преобразований неравенство (21) примет нид

“• ас |е՝ ' е. ]

Тогда

Й К(т. ?> - Й ։) |<й<4 ( |5Ь2(; мг ~ Л

II — * — ж
Пользуясь значением интеграла [3]

('$Ь '2х '2х п՜՝1,
’ эЬ’х 2
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получим окончательно

Сиг;, *)|<0 ։

Очевидно, что функция -(',) ограничена сверху и стремится к нулю, 
когда 7 -֊ о֊.

Решая интегральное уравнение (17) методом последовательных 
приближений, получим выражения функции С(7>. Далее, по формулам 
(18), (14), (12), (11) и (10) последовательно можно определить все 
искомые функции, а. следовательно, и напряжения и перемещения к 
любой точке полуплоскости.

Напряжения и перемещения на линии х 0, выраженные через 
функции (7(8) и г» (г), имеют вид

- , (0, у 1 2 Ф։(а) % '\

•л

г_ ч /А(л) (/л՜ 
“ .՝ ։/" х:

֊ — у (' -,гаг, С1М՜, ֊ 2^ (?<•)] с со <г?
- ,.Цг-у)

— 2)е ™ (0<.У<с) (22)

а(0, 1/) 4 1* г 71 (/՛) <7г 4 ।
п£,| (У‘ г)' пЕ.

«г м
2Л-„(?г)|С(3)<^

? г</г Ио.К /Й-А
1 .. ։х<,։ 11.-''‘3՝Г'/
1 (у—и1)
(«<։/< ос) (23)

где

?1(О) = -С

г!

/։ («)<М
(24),) («Ч«2) ’

<1. ՛

;г//■>»։■/«
2 (ц2— г’) ‘ 
н

1 Г Г (у)у</у
Г? (7?-?)'"

Г
(25)

При получении 
интегралов [5]:

(22) и (23) были использованы значения следующих

\ е '' сое (Зх) (Г^ ---- —---- » | /<։ (аг) с оз (а</)б/а — ------ ------—
г № ; ՝ ('••֊у2)(I

( У<( (аг) мп (<</) (Ь = —----- —
({/•֊ г-}

I
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В частном случае, когда а , получим известную задачу для 
полуплоскости без разреза. В этом случае интегральное уравнение (17) 
выпадает, и неизвестная функция С'(,) приравнивается предельному 
значению свободного члена. Следовательно, решение этой задачи по­
лучается в замкнутом виде

Г/(ч) = — ^/2(х) .ч։п (?х) с/х—•“ ( Д (х) сое (*;х) с1х (26) 

0 О

Тогда

£> (3) = 7 ( А (*) 51П (?х>

•ч*՜ .
(х) СОЬ (/X) (/х (27)

,4(а)-В(7) 0

С(?) (х) сое (рх) с/х

=л (0, у)
4! Су՜/} (х) с/х 
֊ У .) (л-; </=!- 

II

4 /х'Уа (х) с/х

В другом частном случае, когда а 0, получим первую основ­
ную задачу теории упругости для квадранта. В этом случае ядро и 
свободный член интегрального уравнения (17) принимает вид

р-" е' 4Г; (31)

2 с ՝~> с
<2 (т) = — IА (х 5Н1 (?х)с/х — “7 | /։ (*) соз (-,х) с/х

<’ * о

о о и о

и интегральное уравнение (17) сводится к интегральному уравнению 
Винера-Хопфа, которое решается точно в квадратурах:

(г) К* (?) 
1 - К* (г)

Здесь искомая функция С’։ ( <) и свободный член 2։ (т,! связаны с функ­
циями С(т) и 2(;') соотношениями
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6։ (*.) = С(е’), 2,(7,) = 2 (е')

а 12*(г) трансформант Фурье функции -,(\),
К' (с) трансформант Фурье ядра (31)

'-։•(*)֊—֊ | а,(ч)«“'’•*</'< (34)
I 2՜ .1

• •

Таким образом, первая основная задача для квадранта решается также 
н замкнутом виде.

В качестве примера рассмотрим случаи:
а) Горизонтальная граница полуплоскости свободна от внешних 

нагрузок, а н разрезе действует затухающее давление. В этом случае

О, Д(х)т=0. /((/) =

и формулы (24), (25) и (20) примут иид:

=։(Н = Х;<г), ?։(Н = К, (г)
•*

2 (7) = -■5֊ (гл;(г) | к, (7г) - М | л- 

••

6) На конечной части (шириной 26) горизонтальной границы по­
луплоскости действует ранномерно распределенная нормальная на­
грузка, симметричная относительно разреза с интенсивностью ц.

Тогда

/л»)-!՜’ "₽и 0<х<ь 
1 0 при а > 6

/г(х)-0. /(.у) = 0

и согласно формулам (24), (25) и (20) имеем

, ։ ։ 6 I г* д’ ., % 6
>, (г) = 9 1п---------------------- : (г) = 7 ֊-7֊֊֊.

г г 1 г՝ ֊р 6֊

2 Ч . . ,. 8, Г | 6 г I г5 - 6֊ 11 Л- (Т) - -- — ып\\b\- — </ ( 1п |------------------ хп(;г) —

г<!г2



12 В. С. Тонояп. С. А Мелку:мян

Некоторые значения напряжений (О, ;/) и перемещений и\0, у), 
вычисленные по формулам (22) и (23) для различных точек вертикаль- 

« V Анон оси полуплоскости в зависимости от а и л - —. приведены в 
а

табл. 1, 3 (случай и) и 2, 4 (случай б).

Ь (0.7/)
Таблица 7

в
,у/а\

1 2 5

0 0.0985 2.0961 0.8587
1/8 0.1020 ֊1.5142 —0.5221
1/4 0.1393 ֊1.7284 ֊0.3635
3/8 0.1761 1.6208 ֊0.2777
1/2 0.1977 1.3884 - 0.2251
5/8 0.2012 — 1.0526 0.1896
3/4 0.3138 -0.6132 0.1647
7/8 0,7432 -0.1532 0.1787

*ж(0. У)
<!

Таблица 2

1,
Ч." \

0.05 0.1 0.5 1

0 -1 —1 1.1463 1.2737
1/8 0.0187 0.1109 0.8435 0.9084
1,4 0.004« 0.0063 0.8045 1.0145
3/8 0.0118 0.0182 и.7938 1.1308
1/2 0.0179 0.0334 0.8195 1.2743
5 8 0.0252 0.0491 0.8943 1.4766
3/4 0.0359 0.0710 1.0597 1.8219
7 8 0.0571 0.1142 1 5358 2.7228

« (0, у) Е
Таблица 3

и (•>. у/| /■:
Таблица 4

«9

\ и

У \
1 2 5

аф! 0.3654 0.1097 0.0076

"4֊2 0.1812 0.1069 0.0099
«4-3 0.1377 0.0998 0.0110
«4-4 0.1282 0.0943 0.0114
а 1 5 0.1209 0.0894 0.0111
и | 6 0.1197 0.0851 0.0105
«17 0.0892 0.0822 0.0099

У \
0.5 1 2

«4-1 0,6347 1.2116 1.9796
«4"*2 0.7639 1.4748 2.4698
«4-3 0.8402 1.6312 2.7741
«4-4 0.8494 1.6554 2.8435
а—5 0.8497 1.6599 2.8753
«-|-ь 0.8699 1.7030 2.9729
«4-7 0.8833 1.7314 3.0433

Для наглядного представления закона распределения нормальных 
напряжении з։.(0, у) вне разреза и перемещений </((),//) на разрезе 
(фиг. 2, 3, 4 и 5) приведены эпюры этих величин. Следует отметить, 
что эти эпюры составлены приближенно на основании расчетов, про­
изведенных только для нескольких точек оси-

Как показывают вычисления (табл. 1.2) и построенные графики 
(фиг. 2, 4). закон распределения напряжения (0. у) существенно от­
личается от закона распределения соответствующего напряжения для 
полуплоскости без разреза, если разрез находится достаточно близко 
от горизонтальной границы.
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«Риг. $
Когда разрез находится достаточно далеко от горизонтальной 

границы, закон распределения этого же напряжения качественно сов­
падает с законом распределения соответствующего напряжения для 
полуплоскости без разреза. Числовые результаты получены на ЭВЦМ 
„Напри“ в институте математики и механики АН АрмССР В. Шир- 
паняном.
Институт математики и механики 

АН АрмннгмоА ССР
Ерепакский политехнический кметктут

мм. К. Маркса Поступила 2 XI 19?{|
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Վ. II. ՏՈՆՈ31ԼՆ. II. IL էՈւԱ'111*1ր5ԱՆ

«ւ1’11Ա1ԼՆՎեՐՋ ՀՆՎ₽ՈՎ ԿԻ111Ա։Լ1։»*-|11«Ւ:է11.Ն ՄԻ 
ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

U. մ փ ո ։|ւ ո է մ

/Zj/«/1« ։/»<//հ րում դիտտրկվոէմ Լ Հորիզոնական եզրից ■< (I յ. հեոավորութ րսհ 
կիսաանվ երջ •աքւյաձիդ ձձ/ք/> ոէնեդոդ կի ս ա Հ ա րթ nt fl յան իէնդիրր՝ Հււրիդււ 

նական եզրի վրա արված է {արո,մների վեկա որր, իսկ ւււդդաձիդ .Հեդրի ափե. 
րխւ՝ նորմա/ ճնչումրւ հնդիրր {ածված Լ ֆոէրյեի մ եթոդովւ 1Դւտ1ւդրման //M/I֊ 
ծակիցների որրշամր րերվե/ Լ «t/ոպդ. իՆաեդրա/ Հավասարման րոծմանր, 
որն իր Հերթին րերվե/ Լ ֆրեդՀո/մի երկրորդ սեոի ինտեդրա{ Հավասարման 
լուծ մ անէ

^"•/.7 /, արված, որ վերքին Հավասարում ր կարե/ի / րէէծեյ > ill ք Ո ր դ ա կ ան 
մոտավորությունների մեթոդովէ Մասնավոր դեպքում, երր Ա ’ՕՕկամ էք ՚Օ. 
րոպց Լ արված, որ սւոէսցվում են Համապատասխանարար աոանց Հեցրի կի֊ 
սաՀարթ ո»թ յան ե րաոորդ Հսւրթուք) յան Համար աոաջին եդրային իէն դիրների 
! nI ծ ո է մն երր ։

ներված Է թվային օրինակ։

A PROBLEM FOR A SEMI-PLANE WITH A VERTICAL 
SEMI-INFLNITE CRACK

V S. TONOYAN. S. A. MEl.CU.MIAN

Summary

The present paper deals with a problem of the theory of elasti­
city for an isotropic semi-plane with a vertical semi-infinite crack al 
a distance ,,fl" of the horizontal boundary.

The stress vectors on the horizontal boundary of the semi-plane 
and the normal pressure on the vertical crack are specified. The pro­
blem is solved by the Fourier method. The determination of the inte­
gration coefficients is reduced to solving the dual integral equations 
which in their turn are reduced to solving Fredhoim's integral equation 
of the second kind.

It is shown that the last-mentioned equation enn be solved by the 
consecutive approximation method.

Particularly, when a — or a — 0, the solutions arc obtained 
to Ihe first boundary problem for the semi-plane without crack and the 
quarter-plane respectively.

A numerical example is given.
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