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Д. М. АХПАГЕЛОВ, 3. Г ТЕР-МАРТИРОСЯН

О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ ВЕСОМЫХ 
ПОЛУВЕСКОНЕЧНЫХ ОБЛАСТЕЙ

Многие проблемы геомеханики часто приводятся к рассмотрению 
задач о напряженно-дефррмированиом состояли։: горных массивов в 
поле гравитации.

В работе рассматривается напряженное состояние однородного, 
изотропного горного массива и каньона (фиг. 1) в рамках плоской за
дачи теории упругости, с использованием функции комплексных пе
ременных. Решение задачи дастся в замкнутом виде в криволиней
ных координатах.

Фиг. 1.

1. Рассмотрим в плоскости д прлубесконечную область 5, опи
сываемую уравнениями

У = C'i
cb(i\ — 1) 
г Ь(-<֊ IP

где с -коэффициент пропорциональности, Ь постоянная величина, 
; и >, — действительные переменные.

Пусть в каждой точке области 5 действуют силы гравитации •*, 
направленные вдоль отрицательных у.

Формула (1.1) вытекает из соотношения

֊• - - <•» (С) — с [z — x-rly, : « + п։, 0) (1.2'

осуществляющего отображение нижней полуплоскости на 5.
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При —1<^6<^0 область представляет собой полуплоскость с 
вырезом. Глубина выреза равна гЬ, а радиус кривизны в основании 
дается формулой

26

Для b —1 радиус кривизны равен 0, и вырез принимает остроуголь
ную форму. Случай 6 — 0 соответствует полуплоскости без выреза, а 
6 0 соответствует выступу на полуплоскости.

Отношение глубины выреза к его радиусу кривизны определяется 
выражением

26-
Л “ 1 ! 63

На фиг. 1 представлены границы областей, построенные при ? — 0.8 
и 0.25.

2. Как известно []], система уравнений., описывающая напряженно* 
деформированное состояние в случае плоской задачи, дается в рорие:

уравнения ра вн о вее ия

гУз" О~У
—v - _2։' — О
Ox ду

dz" Оз* 
д. — - 

дх ՛ (iy

ус л о hi । с сонмес тност и

А-(;'։'Д ф =0

। раничные условия

л՛"- ֊,֊ '^K-^-cos2»0 sin-2/ О

,0 _ -О
7՜° = - " 51п2>0 cos2?r 0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Здесь -у, ՝:..1 — нормальные и касательные напряжения, Л и Т'л - 

соответственно нормальная и касательная нагрузки, действующие на 
границе, у сила гравитапи;'., равная объемному весу теля, составляю
щего область, з.у — угол между нормальней внешней нагрузкой и ос
Ох, отсчитываемый от Ох в положительном направлении.

Для решения задачи методом комплексных потенциалов необхо-
лимо в неоднородном уравнении (2.1) освободиться от неоднородности; 
то есть привести задачу к случаю отсутствия массовых сил. Для 
этого положим
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= зу +з; (2.4)

-։՛ — - 4- -г »!? '1 “ *У

где з[, = некоторое частное решение уравнения (2.1), характе

ризующее напряженное состояние весомой полуплоскости до образо
вания выреза, а зг> =у, дополнительные напряжения, обусловлен
ные наличием этого выреза.

Частное решение берем в виде

3;=Лу; ֊/^=0 (2.5)

где К коэффициент бокового давления.
Дополнительные напряжения □.?, ч, теперь будут удовле

творять однородному уравнению (2.1). Кроме того, принимаем, что они 
на бесконечности равны 0.

Граничные условия для них определятся из выражения (2.3) под
становкой туда (2.4) и (2.5)

/V ^1(А'- 1)СО827„ (К I 1)1

(2.6)

Г = -~-(К 1)$т2я0

3. Выразим граничные условия (2.6։ и комплексной форме через 
точки границы полуплоскости ‘

М , ,Т &-ЦК- 1) — (К 1)] (3.1)

Воспользуемся следующей формулой [1]:

2.
С.)

гле х есть угол, составляемый осью (:) с осью Ох и отсчитываемый 
чт Ох в положительном направлении. Обращаясь к фигуре, легко 
установить, что на границе, для - /, при ; = 0 угол л„ равен а.

г — д “>(/)— »-.(^)
, Учитывая также, что у - (в данном и последую

щих соотношениях черта над некоторыми величинами означает знак 
сопряженности), выражение (3.1) перепишем я виде

Л(+,Т= (К—1) (3.2)
л £ I (•>'(/)
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При отображающей функции (1.2) имеем

■■V /г=^{(/г -1) 10-/)- 6|(/ /)
(/-/)'|(/-։-/)••' 6| ֊(К ”(( /)(/

____1| 
֊ /н

(3.3
4. Используя общеизвестное граничное условие |1|

/У-Н‘7’= Ф(0 4֊‘Н0 4 —= 1 ••>(>) Ф'(Л 4֊ <՛»'(*)’1* (О 
«/(/) I

и ему сопряженное, а также свойства интегралов с ядрами 
находим:

(4.1

Ко [ПИ

(4.2

где

"՛(-'■> = 2(6^2; 1л/)]-4/,(-/)

л- 1 •» (/-/)*-6
2п 1 (1.3(А՛՜ : Т > </?

Подставляя выражение (3.3) и ему сопряженное в (4.3) и 
рируя от —с до -+• о-., находим

интег-

/> «2 1 /
2(С֊7)а ('. /)’

А = «а | 1 /
2 С-/»3 с֊/)’ ('— 0

(4.41

Ф(—7) о4 

где 

\сЬ(Ь- 4) -|С/г(Л' 1) 7с62(А-П
-8-------- . *2 = а, ------------- з--------

‘(сЬ]Ь (А 2)4-4]
8(6 '2)
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Подстановка (4.2) и (4. *) н известные [1] формулы

= -2[ФС) [ Ф^П

2 ___
Ъ т 2Л.Г - [ е. (С) ф' о 4֊ С) чг С) ]

выражения для дополнительных напряжений

=■ 2(?։֊?Р

2(% : <0

• г = Г֊,. 4 с*.՛ [£^4 Ел £А £н?։1

Здесь введены следующие обозначения:

1) г~ = г — (•/;■ — 1г] ;г֊Н'. — 1)-

£0 = г — — 1 )2, Е։ = Е0—6, £2=2г(>|—1), £Л = .

£.=֊֊?('. +1), Е, = ~р ('. + 1>г1. ^--֊£5֊֊£у
| А 3՛ 2 ' 1 9

£„ ֊ ад - ад, £и = £..£, £,£3

£а = ^[(£1-^)Н- 2адй -1)]

£2?= ^[(Е---£֊)(■/;—1)- 2£х£3;]

(4.5)

(4.6)

Е:9 - :(г? 6), £зО = 6(т? —1)-

^1 = ^(1 тЛ),
£,..

Ь(ГГ 1)

Д: = (л 1)[3:2 ( ֊, -1Г], £ал . :’3 (•.֊.-п—г| 

£„ = ֊ [ад. ֊ ад,.], £« -= |£,£._. 4֊ £■£.,I 

и !)£»«, Е4ъ«։£„ (•; 1)£г.

£4а £(Еи — £.£,с Е:л) Е^Е22 Е3Е21

£51 - 2 (Еч.։ Е4г,), Е^ — 2 (£.5Я 4՜ Е-^}

^■:-з ~ £).1£^.а Е;.-| — £։л ^"з.՜/ £-к£;й

£ — —'* Е - —•
г:$ г.'.
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2)
2Л

2£>։
2^

/։1 «1^3 [ С^ЗЯТ 6/12£0

Л!’ = ”7-------«2 -------------7----------
гз I- %

«1^0 | £з:1г.1~3(74 1)1 —3;£}4> ]
—;------- а* ।--------------------------- :------------------------ .

3) ь = £;|баЛ֊Жи֊Ж։1 

сг=£։в|6иЛ+/й>£и-/1'1>£11|

Ъ = £1^!)-^Л?’ • £мУ^֊^/(-'-26О1£.։

?< = £•;: № Е:л + ЕУЛ\\> - ЧЬа^

4) ։л |Др ?։ £։?2 ^֊. (?»-«») Ь ?Л1 —?Л»1 

'Ь ~ [./?’’ -г ?2 (?, ад) — Е. го ֊;

'-’з ~ 2^2 _ £-2 | 1^53ГЛ ’ ^-Г; ' • "

5. Используя известные зависимости [1] 

з* : Зу 4- Зт.

(=у ; 2г^,)е-‘-’֊^-7:Н֊2/-:,

выразим частное решение и криволинейных координатах

Л
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При этом пришлось ввести следующие обозначения:

1» />*;(',! 1>Е0)Еи, Е^-Ь.^Е»Е‘> 

гт ГЛ

2) ;0< 1)с Ж-”
г5

№ №|, И^»|

. Г,К

6. Суммируя (4.6) и (5.2), окончательно получим:

Հ ՜ ~ Ctj ?д) շ (?• Т Т-9

~ րՀ 1Հ.*?ւ է՜ 4՜ ^յյ'<ճ~ 
° i3 сн

Всесоюзный научно-нсследенателискии институт
гидрогеология и инженерной гирлогии Поступило ։6 IV 1970

Դ. II՜. 11.1ս'1|11.Տ1ւ1,11Վ. ft. '1-. ՏԵ|'-1ր11.1'ՏԻ>՝1111?.ԱՆ

Ա1ԼՆ’1.1։ՐՋ ՍԱՆՐ SM’ftbBfrWl* ԼԱՐՎԱԾ ԱՏԻՆ Վ1'ձԱԿ1' 11’11111'1.

II. մ փ ո փ ո I մ

Հրւ r[lfuiAimF դխուքաք) ( կքէէւաւսնվեր-ջ տիրույթներ!, I սւ [I if ա ծ t tt; քւ Jr if ft.. tit!/11 
էէհփււրԼւսն ^շոք' itinqbainfl [ան տակ, '.արթ fn'iiff/tft ս/ւ» (մ աննհրւս ii :

IlJltripfi րււ<)որմ/> tiifii/tttt) / ւքհր^ւււվյւր inhuptnf h հն >n ptinfti ր n i ft > ուն է. ւուպխւ 
ղնահատհլ [հոՆայիՆ ււէւէնւքվէէէծն!ւրի ե կտնյ»ննհրի ւարվածսւէքքւձակը:

ON THE STRAINED STATE OF WEIGHABLE 
SEMI-INFINITE REGION

D. M AKHPATELOV. Z. G. TER-MARTIROSIAN

S ii m m ary

In the condition of a plane problem the strained slate of semi
infinite region under the action of their own wieght is considered.

The solution of the problem is given in a closed form, making it 
possible to estimate the strained states of mountain-masses and canyons.
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