
2иг>»имнм, ши чф$П1фзш՝ъъьрь и.ии.*>ыгьи.31’ зичьшьч-ьр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
1ГЪ|ишГ.р|ш XXIV, № 3. 1971 АЛехиннк I

К. С. ЧОБАНЯН. Р К. АЛЕКСАНЯН

ТЕРМОУПРУГИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ КРАЯ 
ПОВЕРХНОСТИ СОЕДИНЕНИЯ СОСТАВНО1 О ТЕЛА

Исследование напряженного состояния окрестности угловой точки 
поперечного сечения скручиваемого составного стержня рассмотрено 
в работах [1, 2]. В работе [3] исследовано напряженное состояние ок
рестности вершины составного клина, находящегося в условиях плос
кой деформации. Поведение напряжений в составных полуплоскости 
и слое рассмотрено в работах [4—5].

В настоящей статье рассматриваются термоупругие напряжения 
в окрестности края поверхности соединения составного тела, находя
щегося в условиях плоской деформации.

1. Рассмотрим составное тело, состоящее из двух соединенных 
между собой ио боковым поверхностям цилиндрических тел с различ
ными теплофизическими и упругими характеристиками (фиг. 1).

Фиг. I.

Предполагается, что боковая поверхность составного цилиндра 
свободна от внешних нагрузок и связей, начальные напряжения отсут
ствуют. Тело подвергается стационарному температурному воздейст
вию. Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плоской 
деформации.

Поместим начало полярной системы координат в точке пересече
ния контура поперечного сечения составного цилиндра с линией раз
дела областей поперечного сечения, соответствующих различным ма
териалам, а полярную ось Ф - 0 направим по линии раздела, считая ее 
прямолинейной.

Задача плоской деформации термоупругости приводится к реше
нию бигармонических уравнении для функции напряжений

ДЛФ< = 0 (7=1,2) (1.1)
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Выражения компонентов 
имеют вид [6]

напряжений через функции напряжений

1 1 - <• — 
7 <17 г- <>7 ' <>г-

(1.2)

Граничные условия для свободной боковой поверхности цилиндра 
через функции напряжений следующие:

Ф11- = о.
^Ф։

Ж -Л° <!.3)

На линии раздела ? 1> должны выполняться условия равенства
взаимодействий

„ ' „ | с*Ф.| оФл ,, ..
фч (1՝4)

Зависимости меж.'.у термоупругими деформациями и напряжениями 
имеют вид

. '■՝ -Х-Н'’ ‘Л-а'՛:] 4- 7՜,- 
Е> ‘

^37'1 у-г- №
_ 1
20/

(/ =1, 2)

где Е,, С՛, , у,֊. 7,, (/ 1, 2) модули упругости, сдвига, ьсгЦфи
циенты Пуассона и коэффициенты линейных температурных расшире
ний составляющих материалов.

Используя соотношения между деформациями и перемещениями

ди и 1 м» 1 /1 ди . дг> V \ .. ...г’ = дг- ։‘”7 77՛ :-=2(7?7 57-7) (1-5)

и 11.2), из условии непрерывности и т^тг на линии раздела полу

чаем |7)

т, оФ. т. аф, .. ։ о:Ф. I I т.. дФ.» . гп.. о"Ф.։
Г 0г Г и^’ Х 0Г- и | Г Ог Г- 0՛"

д2<>,
(1 ог.} 2С։ (< Т. ֊ я; Г7 (1.61
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ту £3Ф։ I Ь т± д3Ф, _ 2 — /и, </-Фх 2 Э<1>։ 1
гл г г՝ <Уг(>. г3 ч-Т\

т2 <?Ф.. 1 т ] д’Фа 2 — Ш..•• <7-ф„ 2 .֊л
г3 г д^ог1 Г- отд г г‘ 0^

/2. дТ.. \ •'7':

г !«_— х»
(1.7)

где

!‘=^֊ ш. = 1 //, -֊М1 ■*1՛ ). (/= 1, 2)

Для идеального теплового контакта между частями цилиндра 
имеем температурные условия

Т — 7’1 /• д-Ъ - >.дТ‘Л
ЛЛ о, Д։ ~ к։^ (

В условиях (1.6) и (1.7) температурные слагаемые соответственно 
приводятся к виду

2<;։

2б'։ (г. Т, — Д 7՜, 1 = 20՝ ։ (<ф — <)

/< дТ, . 1 <>ГХ
— 2^1 “ 7УУ^а2Г| а:^

(1.8)

(1.9)
\_<)Т՝\
Г &>)

ГДг?. г| — £*֊ , к; (/ 1, 2) — коэффициенты теплопроводности, /'з и

■֊— значения температуры и ее производной на линии контакта.

Таким образом, определение напряжений и деформация, вызван
ных в составных упругих телах стационарным температурным полем, 
приводится к решению уравнений (1.1) при условиях (1.3), (1.4), (1.6) 
и (1.7).

2. Местное решение уравнений (1.1) с неоднородными условиями 
(1.3), (1.4), (1.6) и (1.7) ищется в виде

ф^Г/4-’Г, (/=1,2) (2.1)

где Г, частные решения (1.1), (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7), а '1' об
щее решение соответствующей однородной задачи.

Местное распределение температуры в окрестности вершины 
составного сектора определяется в следующем виде:

Г,~ у ՛ г3-'(? ) + 2 /"У,. (?)-+- Га (/ 1,2) (2.2)
л - 1 лв4

где .положительные корни уравнения
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h -М) sin; («р7 -Ь ?2) 4- (1 ֊ '.) sin; (с, — ?,) = 0 (2.3)

а Вп числа, не совпадающие с корнями уравнения (2.3) и удовле
творяющие условию теоремы Мюнтиа-Саса [8].

Частное решение, соответствующее членам первого ряда (2-2), 
ищем в виде

^2? 7л, (») (/=։, 2) (2.4)
Подставляя (2.4) в (1.1), (1.3), (1.4), (1.6), (1.7). получаем 

для /,.,,(/ 1, 2) дифференциальные уравнения

Л* + 2 (?;, 2?.. + 2) Д + £ <'?- - 2)7„. - О (2.5)

контурные условия

7..W-0. /,„(?.) = о, л„(-?.) о, /ь(-?,)-о
Л,.Ю) = ДЮ), Д(0)=Д(0) (2.6)

и условия сопряженности решений

(3„ -4- 2)[nb (3„ 4 2)֊ (3„ 4 1) )/,„ (0) mj\n (0)

4- mj;,„(0) ] + 2G։ 14,(0) (*; «;) (2.6՜)

4 I (“» 2)(2/n։ 1 zn։3„ - 3„) 2J/h, (0)

= |t j т2/Гл (°) I- I (?'՛ 2) (2™-։ 1 “ m3n 4-.%) -

2]/U0)i

Решение уравнений (2.5) будет

/Jn(?) ^J„cos3n= sin^y G„cos(S„ 2)?

4֊ /Д,, sin (S„ — 2) ? P֊-")

Удовлетворяя условиям (2.6) и (2.6), для искомых коэффициен
тов , С,-„ . 1){ получаем линейную алгебраическую систему
уравнений

Л^созрлС, 4֊ B;„sin3„r։ -- C'ti cos (3„ 2) Г1 sin (3„ 4 2)«р»= О

Л]п ;Л» sinj>,|Oj ^Cr> /nCoS/r>Pj>. Р'" ••) (/« ~ ~) ?։

Ц.. (&՛ 4- 2) cos (?„ - 2) s։ = 0

C0S/n 4 >rt sin/„y._, -■ 0 ,/t cos ■ 2) t'-j „ sin (/л 2) 0

^z.sin/,.^ P’jn (>■'” (•■'՛' ՛ ' ՝

2) cos (3„ 4-2)?.. o
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-4L.֊--c,„ д;„ с;„ о (2.8)

(3. 1)[л;„(4т։-?„֊2)—c;„(?„+2)i н(.% их 

[д;,(4т..-йл- 2)֊ Cw(₽,+ 2)] = 2С-,1Л„(О)(,.

%(՛■ щв՝,„('1т, ;<,.) + (?„-2)о,„1֊р?„(?, ц|в.;г(4m. + ?„)

-2G. и.

Аналогичным образом получается частное решение, соответствую- 
щее членам второго ряда 7} (7 1, 2)

С? = г;п ; cosv՞ , sin. ? _|_

A;, cos (7п Н- 2) у ֊ Р\п sin (■;„ + 2)?| (2.9)

Коэффициенты, входящие в (2,9), определяются из (2.8), если 
заменить л<,- в,... с„„ d„, 1Х„(О) и и;„ (0) соответственно величина- 
ми д,.„, м„. а„, л, у„,(0), С/;„(О).

Частное решение, соответствующее члену 7*(| в (2.3), будет

Л.. = г։/л(?) (/=1,2) (2.Ю)

Общее решение однородных уравнений (1.11 при однородных ус
ловиях. соответствующих (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7), возьмем в виде [3]

‘1'л, - г " [/1,-., cos (/■„ 1) ՛> 4- В,., sin (Z„ 1) ? -г

— С/„ cos 4- I) r sin (лЛ 4՜ •)-] (2-11)

где (.7=1, 2,- l — корни уравнения

(:՛• — 1 1՜ (sin"//5j r-sin2Oj) (shr/.C;, — / ՝sin2o?) 4֊

4;-•>/« vn.> [sin-7 (c։ -r c2) Z2si։i ՛ (-{- ?•>) I

— 4 (y 1) [unt. (sin’-'C. — /2sin2’4։) sijr’/т, mt (sinsX'j;- /2.siir''p;.) sitrX^J

4 (y-m— mJ (sin2Ztt։ / 2si։r?J

— njj (sin’-Z p2 — Z'*SHi3f2) ] = 0 (2.12)

с п<)ло>кительнымв действительными частями.
Коэффициенты А,-,,, С;п, /Л« (я I, 2) выражаются через 

один из них при помощи однородной системы (2.8), если соответ
ствующее является простым корнем уравнения (2.12).

Представления (2.4) и (2.9) справедливы, когда между корнями 
у ран ис ния (2.12) и 7„ - 1 (п ֊ 1, 2,•••) нет совпадающих. При этом 

предположении определитель системы уравнений (2.8) или аналогич
ной системы для L.n, Л՛'.,, Ptii (/ 1, 2) не ранен нулю.
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Функции напряжения для окрестности края соединения имеют 
следующие окончательные выражения:

ЭС
ф* = г'/ц, (г) V Г ° ■ IА ь cos3„^ $jnjVr 4 Сjfi cos ('i„ 4- 2) с

х;
-4- £\м sin (&, -Г 2) ?I ч- V 2[Л-„ cos 7Л ? 4֊ Mhl sin-,, ?

» i
ОС

- N'in cos(;„ -г 2) г Р,.. sin (•■;,, 2)rH \ r "■ 1 [A-„cos (>„ 1)? •
n — l

4 B,„ sin — D ? ChCosD 1) ? 4 f'jin Sin ('■„ 4 1) rl (2.13)

В последнем члене выражения (2.13) сумма распространяется на 
все корни уравнения (2.12), для которых Re/„>0.

Из представления функций Ф.(г, о) и виде (2.13) видно, что. 
если 0<^Re> I при приближении к угловой точке контура, напряже
ния неограниченно возрастают. Порядок особенности равен Re/-t 1. 
Напряжения, соответствующие второму и третьему слагаемым (2.13), 
когда г — 0, стремятся к пулю. Напряжения, соответствующие пер
вому члену (2.13). не зависят от г.

Таким образом, особенности напряжений в задачах плоской де
формации теории термоупругости обусловлены особенностями напря
жений в соответствующих однородных задачах плоской деформации 
теории упругости.

Общее исследование вопросов затухания и возрастания напряже
нии при приближении к краю поверхности соединения составного нагру
женного тела приведено в работе [3].

3. Если при общем нагружении около края соединения отсутст
вуют особенности напряжений, то есть Re/ . >1, преобладающими на
пряжениями являются напряжения, соответствующие первому члену в 
выражении (1.13). Этот член соответствует постоянной температуре, 
отличной от температуры, при которой произведено соединение.

Подставляя (2.10) в (1.1), (1.3.1, (1.4), (1.6) и (1.7), получаем

ЛУ-V;, =0 (/=1,2) (3.1)

4(?J = 0, /;,.(?։) = 0, 4(֊?.4=0> 4(֊?г) = 0

4(о) = 4(О), Ло (01 =4(0)
(3.2) 

2(2zn։- 1)/1О(0) I-/4,4(0) :Ч2(2ш ֊i)/2o(O)4-m;:4<o)|

֊2G\7’o(<֊71)

14(0) . 4/н (0) 1 т №[ л; (0) -г 44 (О)] = 0
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Решение уравнений (3.1) будет

— Л,- .5/ - -р Ci cos 2- D,sin2= (/ =■ 1, 2) (3.3)

Подставляя (3.3) в 1'3.2), получаем

Л. F* #i?i C’:cos2r։ J D, sin2=՛, «= О

Z?j 2C1sin2:-1 2/9 СО$2?։ - О

Л..— Я.;. • C«cos2^., Z9,>sin2^._. - О

В., 2C..sin2->-> 2/9.,cos2-- О
(3.4>

Л։ ֊г С։ Ла — (. 2 — О

2?, - '2D, В., 2/1, = О

(2?7jj — 1) Л։ — С. в(2г??о 1) А.. [’■С., 7’։("j — 7.J

m,J3x — !’-/пс В., О

Решая систему уравнений (3.4) и подставляя полученные значе
ния для Л։ , В,, С,-, D,- в (2.10), имеем

/■’iu - - ? (а - b;z I с-cos2- — c4sin2?) (3.5)

где
А’ = Ц Т(1 (>2-7,1

1-Д 2?.ч?. (nt., sin-?.?H2sin”-, — 7,s։n2c,) ~

|2 11 — siire, (2zn։ 1) sin2-.| —

- ։ (sin2'r ; — ?.z cos2 x2) —

— 2^/n1sin7pI [2 (1 zn._.) sinvp„ — >. < '2m. — 1) sin2'p.,j

p-znj/n>s։n2?«(sin2^ — 2;-|Cds2r;) —

— 2;h։ (/«, siir?,) (2sirr?L -2sin2^..)

«I -4"/?z., (^]sin2c1 ֊ sin2-.) sin’՝ ։Mn.,sin2^2 (2-jCos2?j $in2T!) —

— 2zn։ (?2sin2r2 2sinJ'i2)

6։ = 2ufzr;[sin2 (?! -J —sin2C] sin2c,] (3.6)

c, — i',i/n2s։n2-jsin2>.> — ;i?n..sin2T2 (2i.cos2ri sin2y.) ֊

2m1cos2o1 ( -2sin2-.֊. — 2siir2-'j)

c/j — 2;>/.’b_.sin27;; (-TSin'2-i siir-J 2!'-m_sir>.2 , sin ’r;. -

2mlsn։2rl (r,sin2?o 2sirr-:.)
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!1/”а» ?1» ?•.֊> = «։ I -!‘/л.., т1г ?2, ?։)

^2 ?ь ?г) А1 ('”ь г։. ?2)

с2(лпь «ль, = С; ( р/п2, — т19 ?2, ?,) 

<7. (/п։, р/п2, ?,. ?а) = */։ (р/п., /пп е2։ Г։)

При условии отсутствия концентрации напряжений местные тер
моупругие напряжения, возникающие г. составном теле при равномер
ном нагревании, можно вычислить и помощью формул (1.2), принимая 
ф.(г, г) Л.(г, ?) (/- 1, 2).

Рассмотрим частный случай ?։ = г. Из (3.6) получим

а. а.. 4М81П?п - О

с. с.. ■-- = — 4А/$>п'-.соз2-1
13.7)

(11 <!.. —4М§н1с1$1п,2г։

8Л/51пс։ [и/։ — [л/??.. ֊ (и 1)5‘и։7'п1

где

Л/ =(/??։ •՛/??„) 51п?։(/«.?_. ?^»3?։)со$?|

Подставляя значения постоянных (3.7) в (3.5), получаем функции 
напряжений, выражения которых совпадают

Кг"а1п՝(^ — ?։) 
/п: )1/п2-х-(’1- 1) мп2?։ 1. 2) (3.8)

В этом частном случае напряжения на линии раздела разрывов 
не имеют.

Местные термоупругие напряжения определяются формулами

։ _ #81п2(?3 — ?) 1 — соя2 (? — Од)_____
тх — рт* (;’ 1) я։л2?х ’ т1 — рд։» (Iй— 1) зиг?

/?»! — Г-/Пг(р 1)510-?։

Вычислим интенсивность касательных напряжений
б^ = (-г֊о;)2-|-(^-֊о</>)гч-(^֊*<9,)Ч-6б;: ('= ։> 2) (3-Ю) 

где компонента напряжений з<’ определяется но формуле

=<-' = 7,-(тг ֊ т„.) -а.Е,- Та (/= I, 2) 

или

27,- R
-я* £' 7՝« (ЗЛ1>

где

Л'՜ = /п։ — -I- (|1 — 1) 5111-'?։
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Подставляя (3.9) и (3.11) в (3.10), получим 

02 _
чу- 1зГ- 2=',° 41 ('~1, 2)

где

— V 
(/■- 1, 2) 

л

(3.12)

Таким образом, интенсивности касательных напряжений и нор
мальное напряжение ՛■ к каждой из областей постоянны.

11а фиг. 2 приведен график зависимостей местных термоупругих 
напряжений на поверхности соединения в окрестности ее края от угла 
г., з случае ~ для составного элемента из стали I и меди II

ч 21 - 1.67597, л = 0.293, - 0.343,
</2

у։ = 125 10-7, ь = 165-10’՜

Продолжение этих графиков при ?2>>45 вс имеет смысла, так 
как входим в зоны концентрации напряжений в окрестности г — 0.

Фиг. 2. Фиг. 3.

Нафиг. 3 приведены графики распределения темпер.; гурных на
пряжений для соединения стали и меди при т- - 150 , у2 30 .

В случае « — 1, ч», ?։=г=22, соответствующем предельному
значению ։ — 1. формулы (3.9) нс справедливы.

Определим перемещения в рассматриваемом частном случае.
Подставляя (3.9) и (1.5՜) и 11.5), имеем
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= -д^- П -< : (1 + <) cos2 (?j - ?) ] ч а; т0 

֊4*֊—^L = -JL-[1 (1 г •0co.s2(?i -֊?) I + <7,

Г Г i\'E;

1 ди. ди,- vj /\}

Vo, TTS“"2” *>’ <ЗЛЗ>
где

£; = <= М1

Интегрируя (3.13), при условии иг-, гч!. । - О получаем 

«/ -~֊ I 1 - ՝<• ~ 1 S)cos2 ('■?։* -) I + \

Ui = (1 + \)sin2(?, г) С Г

Постоянные интегрирования С,- (/—1, 2) находим из условия ֊ . ,, О 

и &
С։ = ~ Е/У(1 ” '^я,п2™' С- (! 4-4.) Х1п- у։

Нетрудно заметить, что условии непрерывности перемещений на 
поверхности соединения выполняются.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 22 X 1970

>1 II. Ullrll.'i.rilU,. Я. h ll.l.lil’IIIUrflli.

^l!l‘U4։.IHIJ2’MJJiU.b 1.11.Р11МГЫПЧ’. М1.'ЦГ1'1‘Уи.1, IHl.HFi.b Ul'IUiinkb 
irilJihl'Ij-l.lll’-'.Ibb Uji.l'b orWilUU-’lll’U*

U. if ф II i|i II I il*
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l4Urfllttlfl(W[ ihiitfufblt t) ft nt у ti til'll tf uilfhfthni tflf ll'tij tnxif I
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11II t f! j UI Ъ 't III if 111 U[ 111 Ullltllfinnii fit 'it Iff; pith put if I UI ft II Itfbltp ft h <( III If ft It I fl f И ! il il h /I и tf

tnpiftllA IU pin III pjl'h pllfl ft tfhttf pntti 1
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Պււդպատից և »րքնձից բաղադրյալ Լքեմենաի համար էլ ■•• — / Տ՚ք) դեպ-

րոէմ բերված են միացման մ ա կե ր/ւա յ/1 ի եզրի ՛շրջակա յր»է մ ջերմաոաձդական 
լարումների բաշխման դրա!իիկներր> ջերմ աոաձղական լարումների $>., անկյւււ- 
ն/'Ո կախվածոլիէ յան դրաէիիկներր և ջերմԱաաձէքական լարումների բաշխման 
դրաֆիկներր, երբ = 150?,

THERMAL STRESSES JN TNE VICINITY OF THE 
JOINT SURFACE BORDER OF A COMPOSITE BODY

K, S. CH0BAN1AN, R. K AI.EXAN1AN

S u ni m a r y

The Ihermoelastic stresses in the vicinity of the joint surface bor
der of a composite body in conditions of plane deformation and subject 
to a .stationary temperature action are considered.

At expression for the function of stresses is derived by means of 
local solutions of double Laplacian equations. Il is proved that singu
larities of stresses in the problems of plane deformation of the theory 
of ihermoolasticity are due to those in the corresponding problems of 
the theory of elasticity with a given external load.

The diagrams of dependence of local thermoelastic stresses in the 
vicinity of the joint surface border on the angle in the case of 
y։ - >.? 180 for a composite element of steel and copper as well as
those of distribution of thermoelastic stresses for steel and copper when 

150 , s.s — 30 are given.
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