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ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧЕ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Осесимметричные смешанные задачи для цилиндра конечной длины, 
когда граничные условия на одной из торцевых плоскостей заданы в 
смешанном виде, а на другой торцевой плоскости заданы напряже
ния. рассмотрены R работе [3].

Плоская смешанная задача теории упругости для прямоугольника, 
заделанного в стенку обоими концами на некоторую глубину, различную 
для верхней и нижней плоскостей, и случае симметричных граничных ус
ловий рассмотрена в работе |4].

В настоящей работе рассматривается осесимметричная задача 
теории упругости для цилиндра конечной длины, когда граничные ус
ловия по верхней и нижней торцевым плоскостям заданы в смешан- 
ном виде-

Решение задачи представлено в виде рядов Фурье-Дини, коэффи
циенты которых определяются из системы двух парных рядов-уравнений, 
содержащих функции Бесселя. Далее задача сведена к решению сово
купности двух бесконечных линейных квазивполне регулярных систем 
алгебраических уравнений, свободные члены которых стремятся к 
нули». Получены формулы для контактных напряжений с выделенной 
особенностью и для перемещений вне контакта.

$1. Рассмотрим осесимметричную задачу теории упругости об 
упругом равновесии круглого цилиндра конечной длины, когда на 
кольцевой области (наружный диаметр которой совпадает с диамет
ром цилиндра) торцевых плоскостей заданы нормальные перемещения 
а на остальной части напряжения.

11редполагаем. что на цилиндрической поверхности известны ка
сательные напряжения и нормальные перемещения (фиг. Г)

Граничные условия для вышесформулированной задачи запишутся 
в виде

(₽, г) = Иг(Я. г) ֊ 0 — Л .г -С Л
(1.1)

(г, ± Л) = 0 0 < г R

(г, /<) = —/։(Г) 0 <С г <^ц։
(1-2)

м.-(г, Л) = *й(г)

VV
 

е

з.-(г, Л)֊= /։(г) 0 < г < а,.
(1-3)

И; (Г, Л) = Ъ(г) < г R
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где 2Л толщина, А’—радиус цилиндра, /у (г) — интегрируемые, а 
тц(г) — кусочно-гладкие функции (г 1, 2).

Бигармоническую функцию А. Лява для рассматриваемой задачи 
представим R виде ряда Фурье-Дини [3. 6—8]

Ф(г, с) = д(50г: Сог) 4

со
4 У |Д I- зЬчг - /ЛсЬчг I (С* зЬцг /Л сЬ՜ «)](г<г) (1.4)

л-1

где ч— неотрицательные корни уравнения /։ (хА’) 0, /»-(х) —функ
ции Бесселя 7 —порядка, первого рола с действительным аргументом

Из выражений компонент напряжений и перемещений, которые 
здесь не приводятся (формулы (1.5) в [3| ), следует, что первые ус
ловия с) — и, (А, с) = О из граничных условий (1.1) удовлетворя
ются тождественно, а условия '.•= (г, . />) — 0 приводят к зависимостям-

Д;- = — (2՜* 4՜ ^с1ЬРа) Ок

&- = — (2* 4- ]Мв/й С к

где V — коэффициент Пуассона, 3-. — / кп.
Подставив найденные с помощью (1.4) выражения компонент на

пряжений и перемещений в граничные условия (1.2) и (1.3) и далее 
учитывая (1.5), после некоторых преобразований получим следующую 
систему из двух парных рядов-уравнений, содержащих функции Бес
селя:

|(ДО-^))- £лА[(1 -М)Д։>֊МЛ<;Ч7о(^г)^-/։и) (1-6) 
X—1

ф (0 < Г < ал)

со г
Д’> + У ^1\/о04г)=Т^-.'Г,։(г), (О, < Г<А)
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СО
-й-(А'<։>-Д->) МЛ<‘)]Л(^)= /2(г)
- *=•!

(° О < о.-)

-¥!•>+ У Д-'Л('‘Н= (а։<г<Л) (1.7)
Хп» 1

где 6' модуль сдвига.
Здесь введены следующие обозначения:

«.°֊ с^л֊ ■ =тЕгг| с0+(-п'злв0

Я?‘=^(С*с11^ + ( 1)'А$ИН А-т^О, (/=1,2) (1.8)

зЬ23,—23, с 112/., у/ 1 — 4°*—«
=--------------Ж--------------֊ "* = ------ 2։Ь^

Определив Л^11 и А՛?’՛ из системы парных рядов-уравнений (1.6 ) 

и (1 .7), далее можно вычислить компоненты напряжения и перемеще
ний по следующим формулам:

*=тг^& да՛ ֊ + 2 -^֊ 12^<*•2) -

- Т։(?։. г) ։Ь 2р* I А՛՛? I - 2?» г) ՛֊ Т.(3*. г) ։Ь2?*|! Л ('■«) — 

СО
- 2 1Г,(М -2Щ>(л4։-(М1 ։Ь2?о) +

+ Л<-1[ 2М։(?*, г) [Г2(^, г)-2»сЬ(/«4.30)1

^ = (Ы^да՝)-л'1)) + 2\^ь^^’сМ'--
-Л'"сЬ (>.«-?*) 1Л('4Г)+ 2_^5_{Х«1Ч2М,(?*. ?)֊

֊ I Л г! - 2՝'сЬ (/.« - М1 ։Ь2?։] + Х[-> [—2?*5։(?о. г)

4 I Т: &, г) - 2»сЬ (/« + М | 51123,1!

=. = (Л1.11 ֊ ֊ У -^֊ 1ЗД*. г)։И2?։ I 2М։ ։)|
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-|Л(3։, гпдало*'֊)

ОО • ...
■'■■ 2 -ТГ»?.■.[2?»н.(₽». ч.«н»»г-м»ь2МЛГ<<.1-

к-1 ■ ։'*

' Х'{՜' I ~ 24Ц։ (4, г) — л/.зсЬ (4г - 4) $Ь24| ! 71 (4г)

О-‘
"' = Т; 2 -^237՜ « Л<" |2М‘ г) - I т>®к- 

&—։ '

2*сН4г ?д)НЬ24| • Д2Ч-2.45;(4, 4 4

г Г Л՛ (4. 4 2'4'1։ (4-г 4)1 $112,4] ՛. /։ О ;;г)

- ]2(г'|(1*т)^-(1֊т) 1̂ 1֊
- 2 "Ж՜ г) <2։ (4, г)*Ь2.%| +

(1.9)

՛ -^1*'’[ 2|%/-Л1;4, 4 £М4> г) $1124] }0^кг)

здесь уведены обозначения

.$’։ (4. г) = с1г\4с1։/л-г— ( - 1)’ з1?4$Ь4г (/ - 1. 2)

М(4, г) = сЬа4«Ь/.дг 4֊ I—1)‘ $Ь34с1։/4< (/ = 1, 2)

$.(4. г) ='^сЬ[4г ( ֊ 1/М 2(1 ֊4 §Ь -}( ֊1)'՜ 41 (/=1,2)

Л(4, г)- |2 |со$֊^4-^ /.^Ь[/.1.г֊ (-1/414-

4-сЬ[4г ( 1)'4Ь (/ = 1,2, 3,4)

Б частном случае, когда и, ֊ а — а, то есть когда круглая тол
стая плита по верхней и нижней ториевой плоскости заделана в стен
ку на одну и ту же глубину (R <•՛)■ из (1.6) и (1-7) получится сле
дующая система двух независимых парных рядов-уравнений:

У/ч(1-= (0«а)

(1.11)

7/1 4- 2 = 2(1 I'.՛£ <г) _ Т։. (г) I = л; (г), (а < г< А»)
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2 /.* (1 - Л₽>> ) = -/1(г)2 /г(г) = (0< г<а)

*“1 (1.12)

?р2) V яРЛ(• И = 2<]—V)7,1 (г) 7՛-(г)1 = («<г<Я)

где

й°= | [^’ + (-1)'ЛП (к֊-0, 1, 2- ••) а-1, 2) 
£

1 - = 1 ֊ Л', + м..= (1.13)

1 = 1 - М, мк =
8Ь23^ — 2В&

2сЬ^

§2. Парные ряды-уравнения типа (1.11) и (1.12) рассматривались 
в работах [1. 2]. Здесь, следуя |2, 3|, решение системы из двух 
парных рядов-уравнений (1.6) и (1.7) сведено к совокупности двух 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 11оказано, 
что получаемая система не только квази-вполне регулярна, но и сумма 
модулей коэффициентов, а также свободные члены с возрастанием ин
декса стремятся к нулю.

Для решения (1.6) и (1.7) разложим функции } л,֊(<) в ряды

Фурье*Дини |5]

Г ~

4-0
(2.1) 

л
Й'>== (>>/?) ] а =1,2)

и

неизвестные А’;') ищем в виде [2, 3| 

т
_ 1 

(>^)*
V

т-О

(2.2)

при атом случай & = 0 получается предельным переходом

х;/> = 1>т = 8},'| + 4֊ I ' - ('о = °) (2-3)
Х--и О 1֊

Разложим функцию
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О \ г < и։
(2.4)

«I г

в ряд Фурье-Дини

(2О/)'' ( ( * ֊ у) О, Д ,, (>.х.й.)уо(/.*г) 

/?2|'(1֊Г5) С^(1 '1 ./;,(* 1:^'

(я>0) (7=1,2)

Нетрудно убедиться, что в силу {2.2) вторые уравнения системы 
парных рядов-уравнений (1.6) и (1.7) удовлетворяются тождественно. 
Следовательно, //'■. должны быть выбраны так, чтобы Х[Р удовлетво

ряли соответственно первым уравнениям (1.6) и (1.7).
Подставив (2.2) в первые уравнения системы (1.6) и (1.7), затем 

умножая на г (о;—г՜) -՛ / '( $, 5 — : 1: —) и далее интегрируя

по г в пределах от 0 до а.. после некоторых преобразовании получим

ао
2с? Зо»

31 2^ /?֊14я 0 <ч

2а £ Л, ■՝('*“/)
+ ->֊ У (С ֊ я’/'֊ Мк£'•01---- Н------ 1-

V Л^А.. . о,)

-(- 1Г- । 2՜ г (1_+з) . г гЛ(г)(п?-гг); х
*т(| + з) 3

где 1 (г) гамма-функция, Г (^, Р; 
символ Кронекера.

(7 = 1, 2)

*; д) - - гипергеометрический ряд.
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При получении (2.5) было использовано значение интеграла

ВН ж
г(а? г2)7■(֊«. -jf + 5;

Ju Ь * °>) (2.6)

Выражение (2.5) представляет собой совокупность двух бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений первого рода относительно 
неизвестных //}> и m ni

Пользуясь значением ряда |2]

(2.7)

из (2.5) для определения окончательно получим следующую со

вокупность двух бесконечных систем линейных алгебраических урав
нений:

*,"(J W-.) V ’А'.4!?+ s +
П1— О m—-II

I

W -%М = 2 2еЧР -С2)
«ii=ri ш—О

($ = 0, 1, 2, 3-. )

здесь введены следующие обозначения:

2(4s 3)v>?

с<'1 2(4s 3)!

о
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,,,, 2(45 + 3) ,)/,„ । (л*д.)

~'։ >Ш'*Ъ ■

<<'>=(֊ В'՜' — (4։ ?,Н1 - \г1.(г)(а;- г !

(т+5 ) -V
Х/'(֊ь՜, + г; 1: -^\(1г —

2 (4$֊ -3) «:֊՛
/?=

л (л* о.)
1_______

1
Х2

2(4$ 3)оу<„а;/

3| 2֊я- иг'>-л°1 (2.9)

где /=1, 2; Л (л), АГЯ (л*) — модифицированные цилиндрические функ
ции соответственно первого и второго рода.

Решение уравнений (1.11) и (1.12). как частный случай, может 
быть получено из решений (2.8) с учетом условия о։ — а_ — а, (1.13) 
н (2.9) и приводится к следующим бесконечным системам линейных 
алгебраических уравнений:

ос
(1 ֊ 2*Л) х<։) = 2 <:) + 4°

.•П=:0

ОО

х<2>= V 7(2>х^ -ь<н(2) (я = 0, 1, 2, 3-.-) 
т —0

(2.Ю)

где

ш о+ (-1уйо
<74 =---------------- 9

1
------------------------  У х(,> / 
(Л^)- /<)('֊<^) т-0

(ча)

'Г
^-0-К֊1)^) 2^0

2 3] 2к ; (/•=1, 2)

7Й = 2И5 + 3)|^ 2

1 к-1 ^/;(^)
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а % (1 - ОД 14а֊П Н- ( - 1 / | Л, ь ; ('* а) 

*' ■’ 2’£
(1=1, 2)

Докажем теперь, что система (2.8) квази-вполне регулярна. По
кажем, что сумма модулей коэффициентов бесконечной системы (2.8) 
при возрастании индекса стремится к нулю, г. е.

^{5 2'<°.|| = о (£=1,2) (2.12)

т--Н т—О

Для первой суммы будем иметь

Суммы по т в выражении (2.13) сходятся абсолютно и равномерно по 
'■ и у соответственно, поэтому эти суммы в окрестности точки л* =0, 

•3 з
(// = 0) стремятся к нулю как О(л$ ), О(у'*) [3|. В случае больших 

значений /. и у первая сумма имеет порядок О('-л'). а вторая сумма

сх₽ш ивозрастает как - —= . из вышеизложенного следует, что ряд по 
I у

1< и несобственный интеграл по у сходятся абсолютно и равномерно по 
параметру $ и, следовательно, выражение (2.13) является аналитической 
Функцией по 5. Так как выражения, находящиеся под знаком суммы и не
собственного интеграла по параметру $ стремятся к нулю, следова
тельно, и (2.13) стремится к нули» при возрастании $, а значит имеет 
место предел (2.12), откуда и следует, что система (2.8) квази-вполне 
регулярна.
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Известно, что полиномы Якоби при возрастании индекса имеют 

порядок О(х :). Свободные члены бесконечной системы (2.8) являют

ся коэффициентами Фурье кусочно-непрерывных функции относитель
но полиномов Якоби, следовательно, свободные члены бесконечной си
стемы стремятся к пулю как О ($-'). Па основании вышеизложенного 

■ совокупности бесконечных систем (2.8) может быть применен метод 
следовательных приближений.

Вычислим значения первых рядой систем (1.6) и (1.7) соответ- 
етвс^но в областях (с,<^г < А) И значения вторых рядов тех же си- 

стемв области (0"\г <_ а.), то есть вычислим контактные напряжения и

(пения вне контакта, 
перемг

Рулета вин

и (1.7) и’’Аее

значения А?/) по формуле (2.2) во вторые ряды (1.6) 

пользуясь (2.4), после некоторых преобразований по-

лучим

- ^(г); при (о։.<г<А)

(2.14)

Нетрудно заметить, что ряд. входящие в (2.14), непрерывен в окре
стности г = а{.

Теперь получим формулы, удобные для вычислений контактных 
напряжений з- (г. к). Из (1.6) и (1.7) имеем

3.. |г, (- 1)'Л] = - ф] + ( 1)« • • У -|- М, Х^\ х

о-1
ХУо^Н + (-1)1‘ у ч (/= 1, 2) (2.15)

1

Первый ряд в (2.15) сходится абсолютно и равномерно по г, так как 
Мк и имеют порядок О(ке ). Поэтому сумма будет непрерывной 
функцией аргумента г. Улучшим сходимость только последнего ряда, 
выделив при этом особенность. Подставив значения Х^՛1 в последнюю 
сумму (2.15) и далее пользуясь значением ряда [2]



При (О; Г</?)

окончательно получим

(/= I. 2)

Ипсгятут математики и механики 
ЛН Армянской ССР Поступила 19 V! 1970
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ON A MIXED AXIALSYMMETRICAL PROBLEM OF 
ELASTICITY FOR A FINITE LENGTH CYLINDER

A. P .MELKON1AN

S u ։u mar y

An axialsymmetric problem of elasticity for a cylinder of finite 
length with given mixed boundary conditions at the upper and lower 
but-end planes is considered. The shear stresses and normal displace* 
meats are assumed to be known at the cylinder surface.

The solution of the problem is presented in the Fourier-Dyni’s 
series form, whose coefficients are determined from the two systems of 
dual series-equations, containing Bessel’s functions.

Furl her, the problem is reduced to the solution of the totality of 
two infinite linear quasi-quite regular systems of algebraic equations 
whose free terms tend to zero.

The expressions for stresses and displacements as well as formu
lae for contact stresses with closed singularity and displacements out 
of contact are obtained.
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