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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ КРУЧЕНИЯ СОСТАВНЫХ СТЕРЖНЕЙ

Вопросы решения различных задач о кручении составных приз
матических стержней рассмотрены в [1, 2, 3] и др. Случай круглого 
стержня, составленного из двух цилиндрических секторов полукруг
лого сечения, рассмотрен в [1]. В работе [6| для решения задачи о 
кручении стержня, составленного из ’нескольких цилиндрических сек
торов, использована система собственных функций соответствующей 
однородной краевой задачи.

В настоящей работе рассматриваются задачи кручения стержней 
кругового и секториалъного сечения с разрезами, составленных из цилин 

дрических секторов с различными модулями сдвига. В общем случае, 
когда сечение имеет вид кольцевого сектора с разрезами произвольной 
глубины, идущими по его [диаметру, решение задачи сводится либо к 
интегральным уравнениям Фредгольма второго ’рода, либо к беско
нечным системам линейных уравнений. На основе решений парных 
интегральных уравнений, связанных с функциями Лежандра, получены 

замкнутые решения.
1. Рассмотрим круглый стержень, составленный из двух стерж

ней векториального сечения с различными модулями сдвига материала 
(фиг. 1).

Функция напряжений в полярных координатах г и <о удовлетво
ряет уравнению

1 1 &Մէ
дг- г дг г- ԺԺ

= - 2Ճ, (/ = 1.2) (1.1)

где и СЛ — модули сдвига материалов, а (г, ф) Ц — 1.2) - функ
ция напряжений в соответствующих областях I и II.
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Введем новую искомую функцию '!>/(/,«) (У 1,2)

ОДг, ф) = б;
• г2

Ф< (г, ?) - ֊֊' (/ = 1.2) (1.2)

я независимую переменную

I — 1п — (1.3)

Функция ФДУ, ф) (/ = 1, 2) удовлетворяет уравнению

=0 (,-=1.2) 
д(՝

граничным условиям

г2 г2
Ф։(0,?)-^- = Ф։(0,<?) --£ = дФ։ (/, ?)

и условиям сопряжения

(?ф2 (у, ?) 
~д^

(/, ?) 
ду

б>Ф.. (/, ф)

г2е2‘ I г2е2<I Ф1(/, о)--֊- б’2| Ф2(/, 0) - -

(1.5)

Ищем решение уравнения (1.4) в виде суммы ряда и интеграла 
Фурье

со

Ф/(/. ?) = У Ж"
А=1

•Ь | С, (а) зЬ гф ֊*֊ Д- (г) сЬ гэ| з'ш г1<1г 

и

(1.7)

где

ф.-(/,?) =

<М,<Р)

ф2 (/, ?)

— '30 < / < о 
о < © < е։

— со <^ / < О 
- < ? < О

Удовлетворив условиям (1.5) и (1.6), после некоторых преобра
зований получим

= 4? К - 1)‘х1 +1|: -4֊[(֊ 1)‘ 1 +1]
. лет*

(1.6).
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Подставив (1.8) в (1.7), получим следующие выражения для 
функций Ф/(/, ©):

2 «. 
(1

сЬз:(ф1 —<р) .-------- —---- ----- $ш г1аг
2 (4 + Л։) сЬ 2?։

(1.9)

(— ՛<■- < /<0: 0<?<?։)

<М', ?) = ^ 4г1 Г
“ С1 г б’л 3 г (4 г2) с!1 г?2 (1.Ю)з։п г((1г

( - < I < 0; ֊?2<?<0)

В частном случае — -42 = для жесткости составного стержня 

имеем
00 4 , |

с = 22 Ну,(г,?)</»/? (С.-гС,) +
О:

(1.11)
что совпадает с результатом работы [1].

На фиг. 2 приведены эпюры напряжении, построенные в долях 
при С1 =■ '20* (О — угол закручивания).

2. Рассмотрим составной стержень с сеченном в виде сектора с 
радиальной трещиной (фиг. 3).

Каждая составная часть при этом предполагается однородной и 
изотропной.

Для определения функций Ф։ (/, ?) (7=1,2) имеем уравнение 
1.4) и следующие граничные условия:

Ф| (0. ?) - ֊5֊ ֊ Ф2 (0. = ф, (*. ?,) -

ф"2' г?е֊21
-у— = Ф2(*,-?.)- = о (2.1)
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|=Са <К(/,0)
(2.2)

6'։ Ф։0,0) - 22

(0</<МФ2(6 0)

(/, ?)

г;е'

(2.3)

Фиг. 3.

Функции* Ф/ ищем в форме

ФЛ/. ?)=У Лк%-*е5։пЗД ]֊
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2? ֊֊ Ц- (с) сИ Х<р] 51П з/ с1г

и

(2.4)

где

Фг =

0 < (<
Ф։ ()<?<С ?1

0</<
л 2 ъ< ?<Со

Удовлетворив граничным условиям (2.1), найдем

41”=֊ Л'? = ^|(-1)*х։Ч-1|

С։ (г) $И г?д - А (г) сЬ 2?д = ,(4 .У)

С։ (г) вИ г?! -I /X (г) сЬ г?։ = (4 .1՜ .лу

Условия (2.2) и (2.3) дают следующие парные уравнения:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

( £\ (г) 81п гМг = —֊
и

(2.8)

А (г) — А I $»п хМх = - --------- ( 1 — — )
Од I 2 '■ Од /

0։</<со)

£>2 (г) $)п -----(0<С/<^/д)

2г;
г|С։(г) — С, (г)|5Ш2/</г=----------- _ (/։</< -='֊')

■£д 511 —
?1

(2.9)

Обозначим 2)д (г) —~- О2(г) Л’(г). Комбинируя первые урав-

нения (2.8) и (2.9) и используя второе уравнение из (2.8), получаем

(0</<4)

(2.Ю)

14

(0</</։)

X (г) 51П г((1г — —--------/1 — — )
2 х /

(/,</<<»)
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По формуле преобразования Фурье имеем

= = (2.11)

Аналогичным путем используя (2.6), (2.7), (2.9) и обозначение

/Л (г) -/л (г) К(г) (2.12)

для У (г) придем к уравнению

j z Y (z) cos ztdz = 2rjt? ■ 

и

(* 2ri 1
I zY(z) cth sin ztdz - ----------------—
J ?։ sh —
о s։i

7i

Введем обозначения

2 = 2L. z(֊,.),

•?1 Ф1 \®1/

Вместо (2.13) имеем
••
Jz(X)cos>$cA v($)

ОС 

Z(>.) cth X« sin > sdf h (s) 
о

где 

q(s)

Л (s)  ----- ——
<p։ sh s

Решение уравнений (2.15) i

1 (0<f<A)

. « <2-13) 
2ri i‘ z՜'sin zldz

z J ^-L-4)shz?։ 
и

(G<Z < co)

s = ^: s,= 2ik (2Д4) 
ri ?։

9

(0<s<S1)

(2.15)

(3i<S< o)

Z(/) —/th/п i2(a)P , / (ch a) sh яс/ct

u> (a) P_t (ch a) sh 2(72 (2-16)
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где

а (։) = 12.■ и (а) = П_ С
т. I сЬ X — сЬ > " ,и сЬ х — сЬ а

о •

Р.«/»+<». (сЬа) функция Лежандра.
Из (2.11) и (2.12) с учетом (2.14) и (2.16) определяются Д(с).

В частном случае для круглого стержня с радиальной трещиной, 
когда Л = 0, «։ к (фиг. 4), получаем

г- 4г’ 6,-0. ? сЬг( 2 ?)
Ф’ (I, ?) = ֊2 + — ^֊а J 31» -

' о 2 (г՜ — 4) сЬ -у

। 8ГТ^2 Г сЬ 2& 51п г(с1г
^'(6’,֊-^)? д(^ + 4)сЬх7Г

о
(-«></<0; 0<ф<г) (2.17)

ф.(сф) 4
. 8г-О2 г СЬ гу $|п
' п(с; । б;.)3 г(^ + 4)сЬх1 

и
(—оо</<0; ’<.?<0) (2.18)

11роизвсдя некоторые преобразования, приведем выражения 
и (2.18) к виду;

(2.17)

‘К (Г, 9) -֊-(֊7 сох 2? - 1) +
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Л?
И 86; у (-]) 2 СО^Т/Г 

« <714֊ 65/нчд... *(**֊ 42) \гг

(2.19)

Фа (Г, ?) =

кс
86, ч 1 Ц

6, 1֊ 62 *=£<_... Н*5֊4$)

62 — 6, 51II
С^в.^к^-А) -<?<0) (2.20)

Согласно (1.11) 'для жесткости рассматриваемого стержня по
лучим

г ГгЧг хп ՛ ‘ в՝а֊ (- 128
С- Т (61 + “ г' G~^GЛ,'՜ ЪГ) +

_ и (^-^(б;-^) м _ ,2 2П
1 б; - в.. \ - 4 / ( }

1.2122
Фиг. 5.

На фиг. 5 приведены эпюры напряжений при б\ — 262, постро
енные в долях ггС^.
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3. Составной стержень имеет поперечное сечение в виде круга 
с центральными симметричными радиальными разрезами (фиг. 6). Каж
дая составная часть при этом предполагается однородной и изотроп
ной. В силу симметрии профиля функцию напряжений 'при кручении 
ищем только п п-ои части области поперечного сечения.

Фиг. 6.

Для определения функций 
(1.4) и граничные условия

'М.?) (/=1,2) имеем уравнение

Ф.(О, ?)--у- = ФИО, ?) - ֊5֊- {4 =

”Ф:(/. ?) 1
<*Г 5— ’ <*?п

Г1е 'Г 

ф1((. 0) = —----- 0։</< оо)

( г2е-2/ г2е-2/
0)------- ֊— = с, Ф:(СО)------- (0</<м

(3.1)

(3.2)

ф=(/.о) = -^ (/։ < / < ПС. )

ЭФД/.ф)
4.-0

(о<г </։) 
.-о

(з.з>

где О0 значения функции напряжений на внешнем контуре сечения.
Функции Ф։ и ՛։՛. ищем в виде суммы ряда и интеграла Фурье

« ֊>4/
Ф/(/, т)” 

а֊։
51П с?-; сЬ .«Ип г/</^(3.4>

де
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0<^f < оо 
Ф’(Л?) о<9<-1

0<t<: 
Ф5(/,?) л<в<0 

л
Удовлетворяя граничным условиям (3.1), получаем

С։ (z) ch — 4֊ А (г) sh — = О (3.5)
п п

C.(z)ch —— Ос(г) sh — ֊0 
л In

Условия (3.2) и (3.3) дают следующую систему парных уравнений:

Пщг)-£.£>,(*) |si„z,</z=^i_ (1 (0<f<M

о 1 1

С гЪ՜*
I Dy (z) sin ztdz = —------- - (/։ < t < oc)

.J 2!՛
0

(3.6)

i’z[C1(z)-C2(z)|sinz^z - - —--Ь- (0<f<M

v’ rsh —
° 2

(3.7)
Г r2e
j D.. (z) sin ztdz = —----- (/j t <C co)

о
Используя второе уравнение (3.7), из (3.6) имеем

= <3-8)

Обозначая 

C4z)֊C=(z)= У(?) (3.9)

и используя (3.5) —(3.7), будем иметь

Г Z Г( z ) sin ztdz = П Г՝ ' (0< t < lt)

(3.10) 
*
С Y(z) clh — sin ztdz = r]e~'2t (tx < t •< o-)
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Продифференцировав первое уравнение (3.10) по /, а второе — два 
раза по 7, получим

р п=(гг+2^)с1>^֊

\ г Г (г) сое г(Л -- ---------------------------֊.---------- (0 < I < /։)
Л 2^Ь'-^
У 2

(3.11)
( У У (г) с1Ь — з1п = 4г'~е (6<С^ <С °°)
.) п
о , г

Введя обозначения

п/ = з, п’Х’Г(пл)«Х(Х) (3.12)
п

парные уравнения (3.11) приведем к виду 
--
X (>.) С 05 !$(Ь — к (5) (0 < 5 < Зх)

0 (3.13)

Х(У) СЛЬ а՜ 51п>.5<7/ ՛.= 9 (5) (зх $< )

II 

где

Л(։)=_п2<±2^, 9(։)=4,?3-
2п51г —

2

Решение уравнений (3.13) имеет вид

%(/.) 1.1Ь/л 12 (а) Р , ։-л(сЬ а) б!) —

п

4՜ (14 (?) . • • (сЬ з) зЬ зЛ

где

2 (а) = 1А. С, о1 (й) = г 5(з)^:_
“ ,1 У сЬ г — сЬ з » 3 | сЬз сЬа

0 а

Для определения £/0, согласно формуле Бредта, имеем соотно-
шение

^о =
М,
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r^e

di I w (a) (ch a)sh ։</a —
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Լ. Ա. ՀԱ1'»«'1*ՅՈ1։ՆՅԱՆ

ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ՍՈՎԵՐԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա մ փ ո փ ս ւ մ

Աշխատանքում դիտարկվում են բաղադրյալ 1լ էո ր ձողի և ըՆ դլա ւն ա կան 
հաավածրում շառավղածին Հարեր ունեցող բաղադրյալ գլանային սեկտորի 
ոլորման խնդիրները։

ՀԷույդ ինտեգրալ •' ա վա ս ա ր ո ւ մն ե ր ի լուծման օդնու թյամր ստացված են 
փակ լուծսէմներյ

SOME PROBLEMS OF TORSION OF COMPOSITE RODS

L. A. ARUTIUNIAN

Summary

This paper deals with some [problems of torsion of circular and 
sectional section rods composed of cylindrical sectors with varying 
shear moduli of the material.

The closed solutions are obtained on the basis of solutions of 
dual integral equations.
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