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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО СКОСЙЯ 
ПОТОКА ЗА КРЫЛОМ КОНЕЧНОГО РАЗМАХА

ПРИ СВЕРХЗВУКОВОМ ДВИЖЕНИИ

Вопрос определения нестационарного скоса потока за крылом,?| 
имеет большое практическое значение при решении задачи устойчиво* I 
сти и управляемости крылатого летательного аппарата, а также ири ' 
определении аэродинамических характеристик второго крыла летатель- 1 
кого аппарата системы „тандем“. .Аэродинамические характеристики-1 
второго крыла выражаются через скос потока, создаваемого передним 
крылом. Вопрос определения нестационарных аэродинамических харак- 1 
теркстик изолированного крыла рассмотрен в работах [1 3, 5]. В кпи;| 
гах |1, 5] даются общие формулы потенциал; возмущений и азродн- I 
намических характеристик крыла. Введение коэффициентов вращатель? I 
ных производных [2, 3| дает возможность доводить расчеты до чне* | 
ла. Вопрос определения нестационарного скоса потока рассмотрен и | 
работах (4 7, 9], В работе [6| авторы получили решение задачи п 
замкнутом виде для скоса потока за профилем, совершающим синусом?1 
дальние колебания при малых скоростях потока. В работах |1, 5, 9] 
дана общая постановка задачи об определении скоса потока на ко* ’ 
лсблющемся крыле. Автор работы |4| задачу ставит в довольно общем 
виде и решает для дозвукового двнй?_*кия. При сверхзвуковой скоро* 
сти он представляет скос потока как сумму трех слагаемых и онре--1 
деляет одно из этих слагаемых у задней кромки крыла дли .чалых ՛ 
чисел Струхаля.

В настоящей статье дано полнее решение задачи определения 
скоса потока за крылом для конечных значений числа Струхаля к ли
нейно։« постановке на основе представления потенциала возмущений 
через коэффициенты вращательных производных.

1. Постановки задачи. Рассмотрим движение тонкого слабо* 
изогнутого крыла с малым углом атаки в идеальной жидкости при от
сутствии внешних сил. Будем считать, что оснонпое движение крыла 
является прямолинейным псе гупательным движением с постоя,ннпй 
сверхзвуковой скоростью Предположим также, что, кроме основ
ного движения, крыло совершает малые .добавочные неустаноямвшиеся 
колебания. Движение считаем безвихревым, а кромки крыла сверхзву
ковыми.

ВнедеайЛистему координат ()х.։уххх, жестко скрепленную с кры
лом, которое в плане имеет форму AOBDA (фиг. 11. Время обозначим 
через /3. В линейной теории эта задача сводится к решению полно*
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вето уравнения, которое дано в работе |1| как запаздывающий потен
циал источника, движущегося прямолинейно, с постоянной скоростью 
1' и с изменяющейся интенсивностью.

• 'Их։,

Хехр
]Р М: *1 Ъ I <><1Ч I _Р_М г I 
№֊ 1 ь | | лг ֊1 ь | г 11.1)

где г= | (х, — ։,)-, к - I Л/2 — 1 , М =

число Маха, р — число Струхаля, 6 характерный линейный размер 
(хода крыла), х։, уг, г։ — координаты тон точки, в которой вычисляет-

Фиг. 1.

ся потенциал. Область интегрирования о(х|։ г՝) есть часть плос
кости х1у1, которая находится внутри обратного конуса возмущений 

■с вершиной в рассматриваемой точке. 11отенциал возмущенных скоро
стей !»(х։,: у։, с։, /,) представим при помощи коэффициентов враща- 

Иёльных производных [2, 4]:

•£(*>* //,. -’г М ?о(А’1, уг, *•,) у'/Ч/, -г

' -'՝Ч1 г'-'Чх

Функция ^соответствует основному установившемуся движению 
В представлении (1.2) обозначены

(1.2)

крыла.

71 ^7=7 (/։) <1з = ՝" иг
(1* (7.) Ь

<11, Г'
(/,) А4

(1.3)
6-

• где з переменная часть угла атаки. у проекции вектора у։-
Ю1ю8 скорости на соответствующие оси связанной системы координат:

9 л

и

'»• - Л,
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«, "».г,. безразмерные угл:»ьы<։ скорости, •% , и,/, — безразмерные 
угловые ускорения. Прелпол. г. ется, что ..тг параметры являются ма
лыми величинами по сравнению с еляиппей-.

Аналогичным образом, представ: м через вращательные производ
ные [4] нестационарный скос потока: «
при симметричных движениях

+^'<7, (1-1)

при антисимметричных движениях

- ’?’Ч1 '■ (1.5)

где К, — составляв шая кохмущсикс и скорости по панравлепню осн де,. 
В формулах (’.4) и (Е5) коа ф финне ктш

1 й 1

С/ ' "* и дг^ (V 1.3, 4) (1.6)

называются коэффициентами пр:щатглънм.ч производных скосов, кото
рые являются функциями чио.л Г'’а\а и Струхаля, а также координат 
точки, в которой вычисляются ֊'К՛ • ы, и нс зависят от пременн.

Предположим, что м.лыс л՝ баночные колебания крыло совершает 
но гармоническому закону, т. с. кипе. ;т::ческис параметры зависят от 
времени следующим образом:

Ч..= .4 «М?». ц, -A.jp (у = 1, 3, 4) (1.7)

где / 1—1. .1 — амплитудные зн֊ темня кинематических параме т

ров, р. — круговая частота, р ’ — .—число Струхаля.

В этом случае ".ырзжепке (1.2) вьгля/ит гак:

л. Л) ֊■ V .4. ••/.'> + ><֊?'] (1.8)

а нормальная произкодная потенциала возмущений

*• ® .. =/'Л 4 у л. Л|Ж 4.ЙЙЖ <1.9,

(72,

Введем безразмерные 

— | с7г, гУг,

косрдниаты и нремн

2 2 , и 4
11 —гУи ֊= ,

•9

а также сбозкачекня для неустансвиинхься части потенциала возму
щений
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2
<И'Ч*. у< -У֊- .у. 4

2 Ö'jf’tx, и z)

(}£ IU VZ

(i 1. 2; V 1, 3. 4)

(1.10)

С учетом обозначении (1.10) подставим (1.8) и (1.9) в формулу (1.1). 
цосас чего приравняем множит', ли при одноименных амплитудах .4.. и 
Кдохям действительные в мнимые части полученных выражений. В 
результате получаются след у юн; не 1рормулы в безразмерных декарто- 
ИЫХ координатах для Всуст. ноншгаюйся части потенциала возмущений:

cos I ' 1 -р (1-11)

Ke г - | (л- ;)’ (?у ֊ /,)" ?• . удлинение,относительное

5. I пдошодн и размах крыла.

1 Формулы (1.11) и (1.12) впервые полу.чекы М. К. Фурсовым [10]. 
г)ФП|

Если будут известны нормальные проиэподные —я —RИ dz՜

5лзсти интегрирования, то но формулам (1.1 Г) в (1.12՝ можно будет 
числить Ф<1} и Ф!;\

I 2. Граничные услоиия при гармоническом л-олепп.чни. Нормаль՜ 
ные производные па плоскости ::и определим из следующих граничных

ЛОВНЙ.

Впереди огибающей поверхности конусов 
мн н точках передней кромки крыла воздух 

аткдой точке этой части пространства

возмущений с. виршпна- 
не возмущен, поэтому в

4X0 (х, у, -) -0,
с/Ф!/‘(х, //• -1

dz
- 0 (7 1. 2: 3, 4) (2.1)

На поверхности крыла дзпы сами нормальные производные потенциа
ла из условий плавного обтекания и представляются о виде [1.3|:
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б’Ф;'* (x, у, г)
Oz

If. z) 
dz

(i 1, 2: у = I. 3. 4)

оФ1.’ (х.у. г) tkx | оФ‘-'' (х. у, г)
= 0 

г-0
(ад

()z 4 ’ 1 <».’

Область, заключенная между прямыми ЕН и АН (-։ на фиг. 11 
и простирающаяся до бесконечности по направлению потока, начинаяси] 
от задней кромки, называется вихревой пеленой. Линии ВН я АН па
раллельны направлению набегающего потока, а точки /I и В суть кон- 
ценые точки крыла. Из условия непрерывности давления на этой об
ласти получаются условия

<?Ф<”(х. .у, 0) /Д-
У<х 4 р Ф՛-1 (л՛, у, 0) ֊ 0

(Ж* (л-, у. 0) t.k I
----------гф;м*. и, 0)=. 0 (2.4)

Область — это часть плоскости л;у, находящейся внутри | 

конуса Маха, с вершиной н точке /Г (Е‘), вне вихревой пелены и вне 
поверхности крыла. На областях -« и выполняются условия

Ф</‘(х, .у, 0) 0 (7-1.2; -*=1.3.4) (2.5)
Для дальнейших расчетов удобнее условия (2.3) и (2.4) проинтегрй- | 

ровать и представить их к следующем виде:

Ф'/'и, у. 0) (.у) cos j -^֊ /г | л- t,(z/)||-|-

Р /V'1 (.7 1 мп [ Р ( -т — Т (.V ) 1 | (2-4)

Ф(?' (х, у, 0) ~ /<' (.у) sin * ~ р [.V ? (//)] ' 4-

Ь /|2‘Су )cos 1 г/՜ Р [г ?(.у)] ; (2.7)

где х — ? (у) — уравнение задней кромки крыла, а /'* (у) и /'-‘(у) из
вестные функции, равные значениям соответственно (функций и <К*|| 

на задней кромке крыла. Объединяя условии (2.5). (2.6) и (2.7), полу
чим

Фф(х, у. 0) = G^'(.v, у). (7 = 1.2; '*—1,3,4) (2.8)

где (j՝1՝ обращаются в нуль для областей -2 и и рапЕпя правым частям 

условии (2.6) и (2.7) для вихревой пелены.
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3. Интегральные уравнения для определения нормальных произ- 
иодных. Условия (2.8) дают возможность при помощи формул (1.11) и
(1.12) составить интегральные уравнения для определения нормальных 
производных функции ФУЧх, у, г). На плоскости ху возьмем некото- 
руи точку М(х, у, 0) и проведем из неё обратный конус Маха (фиг. 2). 
Рассмотрим тот случай, когда следы конуса пересекаются с поверхно
стью крыла. В этом случае область интегрирования 5 (д-, у) состоит 
мз областей: я -֊ я0 на крыле, и ’ (.г, у I — на вихревой пелене 
(фиг. 2,1. В области я нормальные производные известны. Их обозначим

В1,}(х. у). На области ; эти производные неизвестны.

они подлежат определению. Их обозначим г^!'(х, у).

В принятых обозначениях для точки М из формул (1.11) и (1.12) 
получим следующую систему интеграл» пых уравнений:



В этой системе правые части являются известными функциями
и решение ее ищем разложением подынтегральных функций обеих ча-

стен уравнений в ряд по степеням -
'к г
Т'' •

Прсдстаним произведения тригонометрических функций как сумму 
косинусов и синусов, потом разложим каждое слагаемое в ряд. После 
несложных вычислений получим

Разложиб&ф.ункцию ''' ՝(;, ՛,} тоже в степенной ряд

ос
С</ (С. ~ (*, (/ 1, 2; V 1, з, 4) (3.7)



&'/*(;, Vj) cos

Определение псстдичрнарнот .՛ глася иитпка ja крылом 

имйножим эти ряды, после чего получим

֊ [ЬЙ)П
IT — '«

1 ■ k:
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cos <11

(3.8)

:) COS

OG

2 '
П.—«

(3.9)

к 1 4^

1
k

п г/ — I
ас т ~ , если п — число четкое и /п= —— если п число не-

Юс.
__ Аналогичным образом получаются разложения пряных частей ус- 
ювий (2.6) н (2.7)

о:
/<’>(tf) = ^/^(.у)^ (7-1.2; V=l, 3, 4) (3.10)

Я=*(1

Ф’.։'(х, у, 0) = 2 «՛• sfeS ^-.w։*֊^)i5<“՜’'

4 II

".“■"֊.рот! :(:/)Г՛ ՝•՛. 1 (3.11)

/•А- °°
Ф'-Чг. у, 0)- - ,{ у,-՛’ у

.1)
[2(n g)M]!

( n

/ ‘л՛ п<0>(х- »(«/))
g— III

: 10
(֊1)" " 

|2(п ֊;')]!

;x-՛ -в) (3.12)

[одсгаг. -м ряды (3.8), (3.9), (3.1!) и 1,3.12; н^_֊%֊ . ....... систему интеграль
ных уравнений. Предполагая рагшомсраую сходимостг. ряден (3.8) и (3.9)
Ьтпосителъво переменных 1 и А֊ после подстановки в систему (3.1) 
и (3;2), интегрируем их почленно. В результате получим

(-1Г ' 
[23 л

.■а- 2{n-«i-i .4-
r/lJij
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(֊
- ’ - Т2цг֊1)]г ।; .1

. Л <М'։'3 А • -------

лСу)|х-е(у) Г'“1" •1пт8
[2 (л \>) I]

х/‘Л п(//)!*֊ ?Ъ) Г4"՜"' 1 ’

ос

V ...֊

о-»Г»

(֊1)"
[2(л֊Я)]!

(( [а,
Ад.'гЛ

1Г>,|Д л(|)

•I 2(л֊а)-г1 '■■■՛->•
I <Ы‘\
I *

4НО»-*^ п~о и -т »(V. £?)
^/<Х-„(л)[х֊?(ч)]Я՞-'՝) (3.14)

Сравнивая р уравнениях (3.13) и (3.14) коэффициенты при одинаковых 
степенях ՛՛՛, получим системы интегральных уравнений для определе
ния неизвестных функций г//|1| (х, у)

У [ | <«!>. (=•• >.) + ^ (1 + р-) ֊ о (։. ’•։) ֊ =

(3.15)

УУ А)) П:\.(X. у)

(3.16) 

где обозначены

г~՝'п

4 * ’ (-1)'—

м։ .. (5. ’■>

у < ֊Н“՜" ՛ ) (■ Г л,
֊ |2(„-.«)]! | А|" ,, ч)
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В""՜ - " "• ՛ -— ■   .............—  ' - ■ —“

?(у) г՞՜”/<ч, „(■/)]-

™ (ЗЛ7)
р —«I

К'И֊ '< ֊
■ 

> к . ел« . «?<7^
2(л—$) I 1 4*՛" *' 1 Л

՛> к Г Г л .• ֊ I2(п в) :-1 ) .1 Л։<" '' ( ~

*(*. .՛/)

0' 4|2(Л)֊1|[х ^>Г ’"/%-.<•?>

■ 1*֊?(?)Г՝л_։'/‘Ч, ,,<?>] (3.18)

Как видно, уравнение (3.17) справедливо для л 2, а (3.18) 
для и > 1.

Приравнивая нулевые степени в уравнениях (3.13) и (3.14). полу
чим систему для определения О1'՛1 и О '՜:,:

-1)^֊ ■■■ ',1 Б 7(,".,(.'/) (3-19)

ДО И »1 г.З/)

|'(՜ |ч?.в. ’.»֊тО р)и“г,0՝""(;’ г,) |Б՜
Л ж.»՛ 9)
I И =)Б- 

*<х. V I

֊^֊1* (уМ 77(?) (3.20)

Аналогичным образом, приравнивая 
степени <•«, получим

коэф(рициенты при нерпой

Л) (3.21)

Как легко заметить, функции О՛1-, и определяются независимо 

от других функций г-"\ соответственно из уравнений (3.19) и (3.21). 
После подстановки значения (■ ! . в уравнение (3,20) можно опреде-
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лить Из хрзняснмя (3.15) вил- • ■ ::о идЛ
неизвестную ф-.чг-пчпп Лункин».: .г-лп’ыйЛ

уже известно из решений предыдущих урашп-нпП. Подставляя pciuc^ 
мне уравнения (3.15h т. е. функцию ' 1 , » упапн^ние (3 16). получив; 

новое уравнение относительна функции б՛/ .
Таким образом, можно ату систему предст•՝•։՛։։г;, и ннде | 

| i'«'ЛО.’.> ֊֊ /Т;(х. у) <ЛЗД

l’ f ч) ~ -f'՛ . (*. ») ։зЛ 

где обозначены

р՝\дх,!1^г՝‘.(х.!1) -֊(։ 0R?։. А
(3.®

у) = Г-J.r. „>-±( i ֊) |'j

(J
Аналогичным образом уравнение (3.20» тоже можно вндонамешпь. 

Таким образом, можно определить все коз‘‘։ фнцвенты разложения (3.7)» 
Если точка Л/ будет находиться иа одной из областей и ֊j, то п 
выражениях (3.17։ н (3.1S) коэффициенты/','.. будут равны нулю« 

Введем характеристические кс-»р -.иааты

х = х — у. У = х у, : ֊ z (З^Я

которые дают яоздожн гельно легко решить уравчеиИ
(3.19) (3,23).

Д.>я простоты, возьмем крыло, им-9»шсс п плане форму, как по
казано нп фиг. 2. В характера рордштупх пределы- изисЯ

ния переменных в обла< •.•дут =։(г/)^' Н -'х и -;i .՛ ч, 

У с 'i (х) урзннепие задней кромхи крыла в преобразопаннь^ копр* 
динатах. л- ;։ < t/> ур той же к}юмки, ргше-?«՛ --г отп-՛ ргглы^

переменной х. В областях и s։ переменная иитегрнрояапип i »»>

М6ВМ СЯ соотн՛ О н пр» ՛ ■/ </)<« - ■ 'ityl
где у j(a) уранкспнс пс-՝•-• •/;HI .pov.KH i :։p“obp.i:։onaHHbix кпо| 

ДИШ1Т1Х. л х г: ■ ■»«'"'• ■'՝•։ -՝■• хр 'мки, решенное <-ГПОСНТеЛ)
ио переменной х. Пор» м> пиля инг> грнронаннт , п г.тих областях u.iMi 
няется соотпетстпснпо п пределах ..(•)<:»,,(•! »• i । у, 'J
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|Ъ дальнейшем. для простоты записи, будем опускать черточку над 
Креме иными я индексы ,.Г‘ у функций, а известные и неизвестные функ
ции н уравнениях (3.19)(3.23) будем обозначать теми же символами. 
Тогда уравнения (3.2'2) и (3.23) можно объединить и одно

Г ;Р &(Ъ т.)

Г /?. /• ֊' (.V, V). I/ - 1. 2; ֊-֊ 1.
] ? I -л с)(у г.) •

которое япляется двумерным интегральным уравнением типа Абеля. 
В этом уравнении правая часть является нгпрёрьнщоа функцией в ин
тервале пнтсгрнр »виниг ՝ (?/)■ г х и для любого п функции / ՛!”„[ .-'(//) ,//| 

отличны от нуля. Однократное обращение такого уравнения дано в 
(1 ]. В нашем случае оно представляется в виде:

г »ей-. 7. = ч
В I у ֊ 1 х-ФО/)

(3.28)

Г'^ь, №

Уравнение (3.28) является одномерным интс-ч рулевым уравнением 
типа Абеля, второе- ел: гас ми ■ правок части которого является не? 
Прерывной функцией и обращается .֊; ну ль при »/ -■= г 1х). а первое сла
гаемое при »том же значении ;; имеет интегрируемую особенность. 
Решение этого уравнения представим |8| в виде

Г/' (л՛, у}
I у- ՛. • ?(Т])

1 _±
(х-\)(у -т4) О:

(3.29)

Во вторим слагаемом праной части 
|ференцировлние но переменному

ныркжцния (3.29) выполним

(х- :Ц// - /,) </:

(3.30)

Рассмотрим второе слагаемое. Как легко заметить, формула Лсйб- 
н։ща .дифференцирования интегралов но параметру ни применима для 
него.’Следуя \дамару |5’, вместо второго слагаемого возьмем его 
главное значение согласно следующему равенству:



62

д

<>У
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/■TJ'rW. ’il , ' .. f F('U?(’l).
----- £-   —: — СП, —   V.p. | ֊  =г-я   _■■■— 
x ?('<) 1 »/ 2 • £/—•<' 1 x ?('<)

(3.31)

I,
где символ 1 р. } означает главное значение интеграла, введенное Ада- 

а
маром. Способ вычисления правой части равенства (3 31) читатель 
может найти в книге |5|.

Решение уравнения (3.27) в окончательном виде выглядит так:

■' ‘ 1f I -^===L====- (;. >,)</:</», i (3.32)<
.1 J I >,) " I

?•*) ?’(yl
(/ = 1, 2; > 1. 3, 4)

Таким образом, получены нормальные производные потенциала ноз^ 
мущенных скоростей в плоскости ху, выраженные формулой (3.32). 
Имея эти производные, по формулам (1.11) и (1.12) можно вычислить 
потенциал возмущенных скоростей в любой точке пространства.
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DETERMINATION TECHNIQUE FOR NONSTAT1ONARY 
SLANT OF FLOW BEHIND THE FINITE SWING

WING AT A SUPERSONIC FLOW

R. A. MEJl.OUMIAN. R. SH. SOLOMONiAN

Summary

The present paper suggests determination technique for noustalio- 
nary slant of flow behind the finite swing wing at a supersonic flow when 
the wing, besides the basic transitional motion, performs small additional 
oscillating motion according to Ine harmonic law. By expanding the flow- 
slant to a power series according to the degrees of the Struchal number, 
two-dimensional Abel-type integral equations are derived for the expan
sion coefficients whose right-hand parts have certain peculiarities at 
the ends of the integrating intervals. Formulas for solving these equa
tions are also given.
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