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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПОЛЗУЧЕСТИ НАСЛЕДСТВЕННО I 

СТАРЕЮЩЕГО ТЕЛА

1. Следуя теории наследственного старения |IJ в качестве исход­
ного физического соотношения между деформацией ; (/) и напряжениеч I 
= (/) в одномерном случае примем

£(/)з(/)-(1 -I £*) = (/) или 40 ֊С (1.11

Для операторов К* и R' имеет место
I

к-)' -I-/?*, = \H(t, -.)! (1.2|

t. 'i

/:(/) зависящий от времени I модули упругости в форме Я

£(/) ^’.(П-М1 ДО], 0<;<1, ,( 1-0 (1.3),

/0 — момент начала загружения.
В предположении неизменности коэффициента Пуассона во вре­

мени (•/ - const) исходными физическими уравнениями для наследствен­
но стареющего тела, обобщающими (1.1) на случаи пространственного 
напряженного состояния, будут [1, 2, 3|

(1-/?*)£ (/)5/у=(1 7,//:-|,2,3 (1.4)

=,7 и составляющие деформации и напряжения соответственно, • 
символ Кронекера. По дважды повторяющемуся индексу выпол­

няется суммирование.
Граничные условия примем и виде

а'7л> = П на ui = и' иа О-5)

где 5Г и Su— части поверхности тела, на которых заданы соответ­

ственно усилия 7"i (t) и перемещения и/(Z) (в частности, Sr или 

могут отсутствовать), п, — cos (п, х, ), п нормаль к поверхности.
Ввиду (1.3) и переставимости дифференциальных операций по 

координате с интегральными по времени основные соотношения, необ-1 
ходимые для полного описания напряженного н деформированного 
состояния рассматриваемого тела, можно представить в следующей 
форме:
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обобщенный закон Гука

‘О + *)*/; «Л; <1-6)

уравнения равновесия
х ^^. = 0 О’7)

геометрические соотношения Коно։

^К;
граничные условия

°//л/ = Т'{ на 5Г. «/,= //; на $„ (1.9)

Здесь

-/? ■) '.(/) г,-,. У/ = (1 ֊ Я՜'•'-(/) п.
(1.10) 

^.)-ду{1дхр '-ц.}^дзц1дхр у\ = 0 -£*)-(')<<

/՛ (10 — составляющие Объемных сил.
Рассматривается квазистатический случай—инерционные члены в 

уравнениях равновесия опущены.
Система (1.6) -(1.9) содержит время / неявно в качестве пара­

метра и по форме совпадает с основной системой уравнений соответ­
ствующей упругой задачи. Отличием является лишь то. что входящие 
п исходные уравнения аналогичной упругой задачи деформации и 

перемещения и։ заменены в ней обобщенными деформациями и 
обобщенными перемещениями yt соответственно. Поэтому решение за­
дачи ползучести наследственно стареющего тела, подчиняющегося 
,(1.4). с граничными условиями (1.5) может быть образовано из реше­
ния соответствующей упругой задачи зам- ной в нем величин г.,, и., 
«'• на ;//։ у։- у՝'. соответственно. Определив таким образом ;ri и ц., для 

искомых в случае ползучести деформация г., и перемещений и. ввиду 
(1.2) из (1.10) имеем

*«=vjjy<l к»)?..,, «‘)у, (1-11)

Составляющие напряжения ';j определяются из уравнений (1.6) 

=„-֊2Go=f> + 'oSMV ^-£,/(2 2»). ^*2S»»/(1 2-<) (1.12)

Приведенные заключения представляют вариант изложения прин­
ципа Вольтерра [2]. обобщенного Н. X. Арутюняном [1| на случай нас­
ледственно стареющих материалов.

В задачах ползучести, в которых граничные условия не допуска­
ют формулировку определяющих уравнений в терминах обобщенных 
перемещений у{ и деформаций ?, (например- к случае упруго-податли-



44 О В Бугрим, Е С. СннлйскнП

вых связей на границе), отмеченная аналогия с упругой задачей не 
имеет места. Решенн՛. гаких задач при пеиннариаНтных но времени 
ядрах наследственности К(1, представляет известные трудности, 
возможный путь преодоления которых продемонсфнровап ниже на за­
даче о прогибе паслсд! твенпо стареющей пластинки из упругом оспо 
ванин при специальном выборе ядра А'(/ ).

2 . Примем г качестве ядра наследственной ползучести

А'(/, -)=Ч/о)Э.(3; ?(/)-?(:))?'(:) (2.1)
где

гтв И>°)- °г1'։^ (2'2)
Э (3; г) экспонента дробного порядка Ю. Н. Работйопа |2]

Э.<?։ Л = V (0<г 1-М. ?<0) (2.3)

.4, 13, 2. 3. у. (/0) определяемые из опыта реологические пара­
метры.

Введением по А. Р. Ржаниныну [3] условного времени ядро (2.1) 
преобразуется к разностному. Полагая

М(О֊Ш « = <?(-)—?(М (2.4)

получим (1.1) и виде

/.(О [1 „ли з(/) - р. •лэ;(з։)Г/.(н (2.5)

Здесь
л

3; (?)/«) [э.(?; з)/,(0- ։)А (2.6)

И

/ (/) -£(/);(/),;'. 3— /։ (г) = / |/(г)], зависимость / (г) достав­
ляется решением г ?(/) с(/0) относительно (.

Представление исходных соотношений в форме (2.5) допускает 
эффективное использование алгебры операторов Э‘(3), свойства кото­
рых хорошо изучены \2, 4]. В частности, г; (2.5) учтено соотноше­
ние [2]

[1 *э;(р)Г’-1 'Эйз,) (2.7)

Ядро А’(/. ") в форме (2.1) — положительная монотонно убываю­
щая с ростом / ' функция, асимптотически стремящаяся к пулю. В
момент /=՜ пря обладает слабой особенностью типа
Абеля. С ростбй ' функция влияния Л'(/, ՛) приближается к инвариант­
ному во времени ядру К(/ -) = хЭ (3; I ՛■), характеризующему
упруго-наследственную реакцию материала. Множитель х--(^) в (2.1) 
определяет предельное значение деформации ползучести и согласно 
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экспериментам с увеличением /, убывает. Винду (2.4) таким же обрл- 
гарм при < t„ - const ведет себя условное время 0. Это приводит к 

тому, что более поздним моментам начала загруження при/ /0 const 
отпевает меньшее значение функция ползучести К 1 - .*(/„) Э*{3) I.
■Особенно интенсивно этот процесс старения происходит н ранним 
;;йоэрасте при малых значениях Старение материала характеризуется
также монотонно возрастающим модулем упругости Е(1) (1.3).

Кривые простой ползучести (з const), соответствующие 
различным началам нагружения /0, в случае ядра (2.1) не обладают 
подобием. Последнее имеет место лишь па участках, соотнетсгвуичцих 
достаточно большим значениям t.

Таким образом, ядро K(t, -) и форме (2.1) иписынасг основные 
сноПстш! упруго-ползучего материала, обладающего наследственностью 
н старением [ I ].

Реологические параметры, входящие в (2.1), можно получить в 
результате обработки трех кривых просто։) ползучести, построенных 
для трех различных моментов начала загружен): я Л . 17 1, 2. 3).

С учетом соотношения [4j lim Э’(/)-1 - — 1/г при э и t
• с • ~

имеем мн (2.5)

z(o-) = (l-x/3)3o (2.8)

Предельные значения 7. ( ) снимаются с графиков зависимостей 
/а(0-^(/):. (И- »лученных по экспериментальным кривым для ъ'(1) 
п £’(/). Из (2.8) непосредственно следуют отношении

•(/ ) = 1 Л < /. / = 1, 2, 3 -
*(М 1 Zi(»)=o /=/

Пусть f,^>t , — относящиеся к трем различным кривым /, !./) мо- 
менты времени, реализующие условие

?(',)֊?•'<»։) = ?«■) ֊ ?('«) - r(G> ?(/.□) (2.10)

С учетом (2.5) и (2.6) ввиду (2.10) имеем
[° I'Zi Uj) ՛ Зо 1| ■ '՛ (Ан1 ~ IZt (С-): Зс 1 i^(M — I/» (G) Зо И՛7 Рю)

(2.11)
Если МОМГНТ /| выбрать произвольно. то моменты /. И G оирсле- 

ГЛИ1ПГСН из .соотношений '2. И) с использованием (2.9) по графикам за-
Яиснмостой 7֊< (Л) »» /J0 соотметстнснно.

Дна уранисиия (2.10) определяют параметры /1 и />. характеризую­
щие старение наследственной реакции материала.

Параметры т, /. ■■ могут быть определены затем по любой из 
Ириных /,.(/) по формулам, установленным в работе |5|.

Обработка серии кривых простоя ползучести бетона (з 1) 
[6]:с началами загружения /<п 3, I. 7, t,;,} 28 суток дала следую-
Щнс значения параметром



46 О- В- Бугрим. Е. С. Синайский

А 191 су;/и՜., В — ֊1.6 гут.. 7 ֊ ОЛсут.. >— 0.0266 сут.I

х (/<„) = 0.295, х (/0։) = 0.226, х (/01) = 0.114 сут~"\

В табл. 1 приведено сравнение экспериментально полученных /Д1) 
с вычисленными по первому уравнению (2.5) при найденных значениях 
параметров. Совпадение результатов удовлетворительное.

Таблица /

է (с;/ тк и) 3 5 7 н 28 60 ‘Ю 150 210

расчет I 2.66 3.61 5.37 7.։ 9.04 10.0 10.96 11.4
7л опыт 1 2.8 3.5 5.8 7.9 9.2 10 11.7 12.1

расчет 1 3.1 •1.81 6.74 7.67 Տ.56 8.92
/.5 опыт 3.1 5.0 6.3 7.4 8.5 9.2

7.3
рдсчет լ 3.06 3.89 4.64 4.93
опыт 1 3.0 3.70 •1.5 4.9

3. Рассмотрим задачу об изгибе пластинки на упругом основании 
под действием поперечной нагрузки в предположении, что материал 
пластинки наследственно стареет по закону (1.1). Определяющее урав- , 
некие для прогиба ս՛ образуется так же, как и в упругом случае [7|*Я 
и имеет вид

/Հ (1 - Л?*) : (/) £ш = у ֊ Аш (3.1).

Здесь Լ линейный дифференциальный оператор по координатам, 
</ интенсивность поперечной нагрузки, к" коэффициент постели, 
цилиндрическая жесткость /Հ 1 12 /^А3/(1 -г), А — толщина пла­
стинки.

В случае ядра наследственности (2.1) с учетом (1.2), (1.3) и (2.5) 
уравнение (3.1) принимает форму

/Հձսւ - к [ 1 /Э (|ш ~ [ 1 хЭ; (» | ч /Հք (/) /ЛР (3.2)

В нулевом приближении можно пренебречь изменением во времени 
модуля упругости и положить /£(?) (' 1 7 0). Ввиду (2.7)
имеем из (3.2)

/Հ11 — хЭ; (&) I ձայ ֊Ւ к и.՝0 =■ ց (3.3)

Согласно принципу Вольтерра |2] решение (3.3) получается из 
упругого решения задачи [71 заменой и последнем жесткости Լ) ее 
операторным аналогом /Հ |1 Հ~). (3։) | с последующей расшифровкой
по известным правилам |2| образонавшейся рациональной функции 
оператора Э (/,).

В частности, в случае равномерно распределенной нагрузки ин­
тенсивности (/ (7) для прогиба прямоугольной пластинки согласно |7] 
(стр. 304) чГмеем
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Здесь

~ ,*[ • ։zm„, остальные обозначения те же, что в работе |7|.
Переход от истинного времени t к условному 0 и обратно обес- 

1И&ают соотношения (2.4) и (2.6).
Последовательно для р-•приближения (р — 1, 2, ••) получаем

dj.w,, *[1+г.э;(?))в.,= п - <■);(?)]</ /?„■; (о и՛,., (3.5) 

'Решение (3.5) осуществляется так же, как решение (3.3)

% = 2 (2..<п (л*, j/)[i ■՛,֊ (.^ш) I д1։ (о (з.б)
ш. пхе], И. 5....

7,(0 <?(0 +• Z>o(l — z^’(/) I 7(0 LwP I (3-7>

Для погрешностей ^w.\j 0, /») из уравнений (3.2), (3.3) я (3.5)
имеем

/2оЛА«»0-г А[1 /Э' (r)Rtt’v = Ц>7 (О (3.8)

~ А* 11 ; иЭ, (/) | -/207 (7) £Au՛^ (3.9)

Прайме части (3.8) и (3<9) играют роль нагрузок, вызывающих 
прогибы Д;о0 и Ап՛ соответственно.

Для каждого момента ( прогиб Аи>(| пропорционален ;. Следова­
тельно, Ди»—-,՛՛ ’ . Параметр՜, ֊ 1 быстро убывает со временем. На­

пример, для бетона в возрасте / — 6 суток •; ^0.4, при / 10 суток
К^0.2 [6). Поэтому имеющая место сходимость процесса приближе­

нии с увеличением / ускоряется.
Квадратуры, входящие и (3.6) и (3.7), могуть быть реализованы 

численно. Соотношения (2.3) и (2.6) обеспечивают представление

I
Э;(?)/(/) = &' (л-Г, (։. /Гх')/։(0֊'Ю^х (3.10)

где

' Ï | [ (а+1)(п + 1)1
п—II

[числение (3.10) осуществляется приближенно но формуле

Э;(г)/(О-Г/ 2 ?û'x;)/։(û -ОхН
А—I
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Коэффициенты /Ъ н узлы интерполяции xt приведены в’Я 
[8], таблицы значений функция Г։(з. г) содержатся н работе |9],

Авторы благодарны М. И. Розовскому за обсуждение работы.
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UiMitriu» շու՚ր^ւ:

(Լ if ||| II փ Ո I |ք

Hl lift։ մնաււիրւիււ մ Հ h/ակհաային հաւքաււ ա րա մն I. րի և Ufiil

մ in'll h հրի iijuh >րւ niuաճղական Ah ւոկԼ ր ււր՚ւմ fJ nt [քԱքԱքրՈդ, ձհրաւ/iiq մսւրմ\ 
մ ա it ան զական uni/րի իւնզիրնհրի րոձման մեթո՚ք՝ աոոնի «p«yx)«u ՚ՈՒ ՝'• 
մանակիւյ անկսւխէէէ fjրսն հնիէ ա՚}րա jJրաէր նքվււրձ Ah տկհրւզսէ մր Hili]

չանի. աււա^արկւիո մ Լ րսա if ամանակի »»» ինւ]արի ան in J էԱէւանւք4ս1իոն)է 
թ լան .աաակ կորիւյ, ււլալմ ան ական ժամանակի նհ րմւռձ մամ ր &&•
կերսրիոմ Լ ihu. ե. I! արստնու/ի կոաո ■ ակալին կարւ/ի Լյ/ււսքոնենւոալիւ 1Լ 
u/hu որինակ 1/իաարկւքսւ՛} Լ աււաձզական ՜փմքի '[րա if nA։ էիւ էլ <1հրաէյււկ <ււ 
/ի ձէւման իւնղ ի րր I

ON THE HEREDITARY AGING BODY ANALYSIS 
FOR CREE?

O V. BUGRIM. E. S. 3IXAYSKY

S ii hi in a r y

A special nonii.variable .. itb respect io time heredity kernel is pr 
posed for the description of creep of the hereditary aging body. T| 
introduction of conditional time transforms this kernel into Rabotnov 
fractional exponential function that allows to solve the problems, 
hereditary aging creep by means of the hereditary elastic theory» T| 
problem of bending of a hereditary aging plate on an elastic base is w 
sidered here as an Illustration.
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