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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ КОНЦЕНТРАЦИИ 
НАПРЯЖЕНИЙ ДЛЯ ПЛАСТИН С 

КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Развивается метод решения нелинейных задач концентрации на­
пряжений около произвольных отверстий с гладкими контурами при 
учете кубическ »го закона напряжения-деформации. Дано решение за- I 
дачи о распределении напряжений вблизи эллиптического отверстия с 
учетом трех приближений. Получены выражения для компонент тен­
зора .напряжений и коэффициентов концентрации и показано влияние 
физической нелинейности, кривизны контура, величины внешней 
нагрузки на распределение напряжений по контуру эллиптического от­
верстия.

В работах [1 3] рассмотрены задачи о концентрации напряжений 
около отверстий при сохранении в нелинейном законе упругости квад­
рата интенсивности напряжений сдвига. Этот вариант хорошо описы­
вает поведение металлических материалов. В связи с широким приме­
нением г- современной технике конструкционных материалов малой же­
сткости возникла необходимость учета нелинейных эффектов при ис­
следовании задач концентрации напряжений. Здесь развивается метод 
и получено решение задач концентрации напряжений для высокоэла- 
стичиых материалов.

1. Исследуем напряженное состояние неограниченной изотропной 
пластинки с произвольным отверстием, получаемым из отображающей 
функции

л =<*>('=) = А’-г(* = Ге‘ . ; - ) (!)

которая реализует конформное отображение бесконечной плоскости с 
круговым отверстием единичного радиуса на бесконечную плоскость 
с отверстием рассматриваемой формы. Параметры А и а также 
функция /(-) характеризуют форму и размеры отверстия и имеют для

г> а՜^ 
эллиптического отверстия значения: Л —— 

а_6 
а Ь

где а и Л—полуоси эллипса.
Предполагаем, что деформации малы, а материал пластинки под. 

чиняется нелинейному закону упругости [4|

га ' х։г Ъ, Я-Ч Зл*''л +՜
(2)
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где ֊, . 5։/ соответственно компоненты тензора напряжений и дефор­

маций, о символ Кронекера, , постоянные, характеризующие ме­
ханические свойства нысокоэластйчпых полимерных материалов, нов՝ 
торяющнеся индексы обозначают суммирование.

Выражая компоненты гензора напряжений через функцию папря- 
л?чн։11 Эйри^■Г
и подставляя компоненты тензора деформаций (2) в условие совмест­
ности деформаций, получим основное уравнение физически нелинейной 
плоской теория упругости в виде

ДЛГ4аЛ[(Л/-)’|^МА(/'\։Г,.) • 2Р/-7'\ )/(| |-
(4)

+ тЧ^)‘)+«(Г„Л:„Г։п)Д1.+»[А(ДГГ,/Г„) ((4ГуГ„,) ) О 

где՛ занятая обозначает дифференциропапне по соответствующим ко­
ординатам.

Приближенное решение нелинейного уравнения (4) для случая. 
Когда бесконечная плоскость ослаблена криволинейным отверстием (1), 
представим в виде двойного ряда по малым параметрам

Г(г, о, а, г) -- V V (5)
։=! /-И

Решение линейной задачи по методу возмущений с учетом двух 
приближений (в ряду (5) сохранялись слагаемые с точностью до ;‘) 
отличается от точного решения [1 3] не более чем на 3%. Решение 
нелинейной задачи для кругового отверстия при этом законе упругости 
(2) дает право с небольшой погрешностью решат- поставленную за­
дачу с учетом трех приближений.

Подставляя неизвестную функцию (5) в разрешающее уравнение 
(4), в каждом из приближений получим последовательность бесконеч­
ных неоднородных (энгармонических уравнений

(б)
Явный вид операторов £</ для физически нелинейной пластинки с кру­
говым отверстием и первом приближении имеет вид

ДАЛ"՛ яД[(А/-" "> )■'] А Г

(1 а- 1_12 
\г'дг ' г
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4 ( — - ֊------- 1., " 11 АГ"֊ "> (— Р"՛ ֊'՝ - X До,оЛ 1 = 0 де
\ г ОгОъ г дъ / | \ г ՝г- г՝ ՝* ) |

Для определении напряженного состояния нелинейно-упругой пла­
стинки с криволинейным отверстием имеем уравнение

ААЛ’ 1 7Л[2ДЛ“">ДЛ։ ’•]

Л'л{,)^ 1 Л^”-т \ Л?'.։)

2/_кр" ՛ 1 р ■ \( I, _!
\ Г Г- г ՛- г"

+ 0/՝" ֊2/—"֊ ',/֊֊՝)
\ г иг г՛ и<р /

Л-: ) -2~Н^Г""‘)Л;” +

(8)
д/г..(>,0) /_1_ /г.ь. |> и_ 1 /. <0. ։)\

: р^. /_к ро ъ. . _2_ р.,. Л
\ Г 'г •’И’ / \ Г дг^

Для определения напряженного состояния пластинки с криволи­
нейным отверстием (1) необходимо воспользоваться формулами преоб­
разования при повороте системы координат |1]. Представляя компоненты 
тензора напряжений также в виде двойного ряда

сс »
= У у аЧЧ<ДА> (9)£г»1 ? кт * *■'

I- I ;-0

и учитывая вид отображающей функции (1), получим напряжения в 
криволинейной системе координат
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ЕЙ 4|'"։’, 2/.'~а>. £^՜*՝—дифференциальные операторы, вид которых 

зависит от отображающей функции (5).
Функции /■’" ?> (?. г4, входящие и (10), представляют собой реше­

ние уравнения (6) в виде ряда Фурье, к которых переменные г, г за­
менены соответственно на ' я 0.

2. Исследуем напряженное состояние нелинейно-упругой нластнн- 
нллнвтическнм отверстием при всестороннем растяжении. Функ­

ция напряжений линейной задачи для кругового отверстия имеет вид [2]

Л(г-- 2|nr) (И)

Подставляя шачсние этой функции и се производных и уравнение (6), 
(7), получим характеристики напряженного состояния нелинейно-упру­
гой пластинки с круговым отверстием по втором приближении

4lirr - Inr

/9 \ / 97 I 9 1№»•<՛» 161nV 4lnr) -z,p( 34ln֊r ֊֊ 4- у

(12)
I — 801nv+ In’r ֊ Inr) ֊ V 41nv + ~ 4 + 

%՝ f ՝ л г

-г 4- 4- -у 1пг ) —«"/г ( 41ггг - 4 4- 21пг )

Для линейно-упругой пластинки с эллиптическим отверстием функ­
ции напряжений с точностью £• имеют вид

FV՝ h= p^-L-l |COS9?

ИЗ)
F<։i ?’ р (4- ֊ ֊ -ir)cns4? - Inr |

Подставляя значение функций (11) —(13) и их производных в 
fpauiicHHC (S), получим разрешающее урапиеняе для нелинейно упругой 
|ластннки с эллиптическим отверстием

К. АД/'՛' 1' - ip | ■ 7r(4)cos2- = 0 (14)

I Решение этого уравнения представим в виде частного интеграла

И (^'"Г А-:֊-)с«»2-

и интеграла однородного урапнении

: -)cos/nr (16)
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Постоянные интегрирования с,.., сп. определим из граничных ус­

ловий па контуре свободного <>т внешних усилий отверстия при

(д £)Г'" | , |*ф֊£)
/-»>.£— А. I г * ՛՛>1 — о

Э: 1 д- I
(17)

где К( для отображающей функции : R ( < -? ) имеют вид

сб520 д $1п2Ь . , п »!■, 4х»я2'(
“7՜ & • Ч -и» Ч (18)

Учитывая (14) (18), получим

н . . в ./20 1пг 2 5 11 \ л /<л./:•«.»» (г, ?) = «^(у—-_4-~1сО52? (19)

Для анализа нелинейных эффектов напряженного состояния при­

ведем выражения коэффициентов концентрации напряжений к - .

Учитывая (9), (И), (12), (13), 119), найдем компоненты тензора на­
пряжений (10).

Коэффициент концентрации напряжений на контуре отверстия 
имеет вид

4-2- ЮЗр (40а?- ^-ч֊12о) )р-

(20)
Ж)

4гсО520 <:(16сО540— 12)—--, /;9:соя20

На фиг. 1 приведен ко ■ффиннепт концентрации (201 но контуру от­
верстия для различных параметров внешней нагрузки, механических 
свойств материала и кривизны контура. Пунктирная линия относи гея 
к линейной теории, а сплошная к нелинейной.

Кривая 1 построена для сжатия при р 120. * - 0.1 10

а = 0.Ы0- ;С 0.1 10 - 0.1 10 •; " 1.5. Кривая II для тех

же параметр^ при растяжении.

На фиг. 2 приведено зиачсни- коэффициента концов грации (20) 
В зависимости от кривизны контура для материала с характеристиками



() KviiiivHTp.iiiiiii напряжений и пластинах с отв«региями 9<)

£ 0.1-1Q-3; а = 0.1 10 л; о = 0.1 10 ш = 0.1 10"» при />=100. 
Пунктирная линия относится к линейной теории, сплошная—к нели­
нейной.

(Риг. 2.

Кривая I построена при сжатии, 11 -при растяжении.
На фиг. 3 показано изменение коэффициента конце։։ грация (20) в 

зависимости от величины внешней нагрузки при Он? для 

растяжения и сжатия для различных физически нелинейных материа­
лов. Кривая I —для материала с характеристиками ? — 0.1 10՜“;
3 — 0.1-.Ю՜'; о ֊ 0.1 • 10 <; ш 0.1-10 II а 0.110 •»; ? = 0.1 • 10՜ ’;
'. = 0.5 10 5; ю = 0.5 10֊\
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Результаты анализ.։ решений поставленной задачи показывают: 
коэффициенты концентрации нелинейно зависят от свойств материа­
ла, величины нагрузки и кривизны контура; для нысокоэластичных 
материалов незначительное увеличение нагрузки приводит к сущест­
венному уменьшению коэффициента концентрации в наиболее опасной

точке контура; учет нелинейных эффектов приводит к выравниванию 
поля напряжений в зоне концентрации; коэффициент концентрации и 
отличие от другого варианта нелинейной теория упругости [1 3] 
имеет разное значение при растяжении и сжатии.
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ըււրէււ.մն1ւըի Iftt'li 1/հն <щ> mt) ի ա փ il'iiui/l'h իընե քի [ածման հւյանա1[: Ill'll ւյ ի [•• 
ներր լւհծյհււմ հ՛հ փււրր սյ աըամ հ ա րի մh [d այ и if : Hjtujhti <>[է[էնա1ք ՚յ ի ա ա/'//'/ >'<'! 
Լ 1քէւ[ւաէ[խ} սւնէքյվէ il и ա լա րա ,մ ն հ ը/l 1[մհ ք]են ա ր Ш էյի այքւ մարէին քէէ4էէ[[*Լ» /"'՜ 
ծա մը t

liiiijlj Լ utfnfin՛} 'hu[t Լաււսւատանների հ արաաքին ըևւփ մեծաքմլան 
ա ւոեււըի աւ/ւլհքքէո թ [ան" [արա մնեըի 1[րրնւքենսւըաււիա[ի ւ]րա:

NONLINEAR PROBLEMS OP STRESS CONCENTRATION 
EOR PLATES WITH CURVILINEAR HOLES

S. N. BAB1UK. J. A. CIURPAL

S u in in ary

The paper presents a method for solving problems of stress concen­
tration near arbitrary holes without corner points with an arbitrary 
stress field on the infinity for a new variant (the cubic law) of nonli­
near stress-strain relations. To solve the nonlinear equations a combi­
nation of the method of disturbance of the boundary shape with the me­
thod of small parameter is employed.

As an example the problem of stress concentration near a curvili­
near hole is considered. The effect of physical nonlinearity and of the va­
lue-of load on the stress concentration along the hole boundary is also 
studied.
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