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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПОЛОГО 
КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

Исследовании) осесимметричной задачи для сплошного и полого 
круглого цилиндра конечной длины посвящено много работ, о которых 
подробно изложено в [1 -2]. Во всех этих работах Набоковых поверх­
ностях заданы напряжения и, кроме |1 2|, все задачи решены приб­
лиженно.

В настоящей статье дается точное решение осесимметричной за­
дачи теории упругости для полого круглого цилиндра конечной длины, 
когда на боковой поверхности известны компоненты вектора переме­
щения, а на торцах заданы компоненты напряжения. Задача решается 
методом Фурье. Решение представляется в виде рядов Фурье и Фурье- 
Дини. Определение коэффициентов интегрирования сводится к реше­
ний» бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. Доказы­
вается, что зги системы вполне регулярны, а свободные члены огра 
ничены.

Рассмотрим осесимметричную задачу для полого круглого изо­
тропного цилиндра длиной / и радиусами Д’ и когда на тор­
цах цилиндра заданы напряжения, а на цилиндрических поверхностях 
известны перемещения. Будем пользоваться цилиндрической системой 
координат. Известно [3], что решение задачи осесимметричной дефор­
мации тела вращения сводится к определению одной бнгармонической 
функция Ф (г, г), которая в рассматриваемой задаче удовлетворяет 
следующим граничным условиям:

(г. 0) = (г), 2С//($, г) ֊ /3(г)

з. (г. /) 1г), 2г;М(/?, х) /4(.-)

2б'ш(в, г) /.(г),

— /„(г),
-~(г. 0) = ггДг, /)=0

(1)

Решив бнгар.монические уравнения методом разделения перемен* 
ных, для круглого полого цилиндра функцию 4» (/■, г) получим в виде

•х> эо
Ф(г, Ц -- Ф0(г, г) V Л»(г)։)п>*г £ 2. (г) 1Г„ г)

I I I

(я - Г - /< 0^- -՝ /)

где Ич (л » — функции Вебера

(2)
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(% ') У< г) уо (3* А’) - У, (2* А) /0 (8* А) (3)

/. (х) и Ук (х) функции Бесселя от действительного «аргумента, соот­
ветственно, первого и второго родов,

кп

а — корни уравнения

«М0**) = о • (4)

Фо (г, г) = г ( Аг՛ -|- Вг‘ Сг /)1пг)

^д- (֊) Лд. зЬг* г Ад. сЬ?д- г С к За 2$Ь?д- г г £>д- /;■ гсЬ/* г

Rь (г) = Ек Ро (Ц г) + Рд (лд- г) -- 6* /к- гРх (>к г) г /А Ад- г<2։ (/ к г)

Ау О А г) - /0 (/ X. г) Ау (л* А) /0 О* R) ^0 О* г) С>)

Ро('ЦГ) = №г)Ш<)֊4М АуОд-г)

Р՝ {'к а) /։ (/* г) А\ \1-к $) К\ (/к г) /. (/ к 5)

С?։ (а* г) Ц (>к R) А։ (/.д. г) — /։ (/.4 г) А\ (ад. А)

/, (х), К,- (х) функции Бесселя от мнимого аргумента, соответственно, 
первого и второго родов.

Используя обычные формулы для капряадений и перемещений, вы­
раженных через искомую функцию Ф (г, г) [3], будем иметь

{г, г) ֊ 4(2 — у) А | 6(1 - АР г
<30

, у ₽’ [(1 2-0/Л֊Лх]с1^дг 1(1 27)Сд-/?х.|хЬалг-
д-1

Ск'/к хс1։3д 2 — Р)к^к I 11^ (?д г)

ОО
V / д ։ Ад- (/ Д г) -г 2 (2 о [6д. Р., {1кг) Нк <22 (/ к г) ] | С05/ к г

1
со

-г.-{Г, А У Й ! [Их-Т-2>/Л.]»11?дг т [Ах 2՝/Сд|с1։Зд г |- 
А--1

, СдЗхсзЬЗдг - Ик Зд 2сЬ£д. г 1Г։ (3<- г) —

4 У у !А4 (/д. г) 2(1 V) [(/\Р2 (/Д г> ֊ /Л(2, (лд г! I ։ 51П/д. г 
Д-=1

2С«(г, г)^1- 1Аг~— У И»', (?,г)[(Д* + О4)скЗ*г- 

Г к I

- (Вк СА бЬ/х- г СдЗддсЬ/д- г — /Л-8д дзЬЗл г] —
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оо
— 2 Ч (1кг)соз>к г 

к^]

<2вп(г, 2) ֊-=2(1 -2у)С [8(1 - 7)714 6(1 2у)В|д }-

оф
{[2(1 2’0 А Да | г [2(1 2>) Ск - Вк] с!А г

Ск'/к г -֊ А/а- хсЬ** 21 1Г0 (։% г) I

ОО
1 ֊2 А {՝>к г) ■ 4 (1 — /) [<7*Я ('а г) НкО..Ок г) ) } «5п>г 2 (6)

Л-1

где
Я О* г) = /0 (/•* г) Кх (/ ;■ б) — (>*г) /х (X* б)

(7)
О2 ('-А Г) - /<| (' к Г) К, (/.А /?) Ки (/ А г) /, (/.* А՝)

В граничных условиях (1) допускаем, что функции 1/,•) можно
представить в виде рядов Фурье и Фурье-Дини |4]

Л(Г) - 2 а, \У^кг). 
к֊\

Л (г) 2 о; ^о(^г)
А-- 1

00
/э (*) ~ 2 соб'л г, 

к=<>
АМ-

оо
У 6՛. СОб'А. 2

Л-0
(8)

оз 
/5(2) - 2с’Аб1пЧ2, 

<•=։
Л(^) =

ОО
>' С;. 6Й1/А- 2

Кроме того, предполагаем, что функции /3, /< и их первые произ­
водные непрерывны в указанных интервалах.

Удовлетворяя условиям (1) и имея в виду (8), для определения 
постоянных интегрирования, входящих в выражение (5), получаем 
следующие соотношения:

С=0֊ 5=֊4тГ^)Л
•2Ак + А - 6,; , у- у ?»1Г, а (сьм 1)| = о (9)

/) 9֊,
24б 4- — 4 60 - V & 1Р։(** 5) [А 1- Ск (сИМ 1) 1 ֊ 0

5 1 Аг֊!

Вк = - '2'Ск, Лк = - >а/А - А (2> 4 ^/с1ЬЗА./) 
(10)

'ЧА Ек — 4------------—— А -А — 4(1 — ■') 'ча | Нк
• ч. > к 5
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;* а։
( rltZ;(?pr)</r= ^г1Г;(₽„г)*= f W^"R^ 4 W'^"s} (I3) 

ГЛ * ։

При получении этих соотношений были использованы разложения 
Фурье функций sh;'4■ z, ch/* г, 2sh/*r, zch$*z по функциям j 1; cos j. 

и Фуры -Дини [4] функций р, (ч г), Q։('tH (/ = 0, 1, 2) по функциям 
■l'zoC'.-г)|։ где '4—корни уравнения (4).

Из соотношений (9) и (10) коэффициенты Л, R, /), Д<. /■?.<, А*, 
/'4 выражаются через коэффициенты С*. £)<-, G*, Hk. Для определения 
постоянных С\, D;,y Gf, и Hl. из соотношений (11) получаем следую­
щую бесконечную систему четырех линейных алгебраических уравнений:

dnU,. d^,- 5]%^ 4֊ 7;,n
*—1
QO

dnUp- duvP=^htBzt^-<-' 
k 1

(14)

= V скр Lkp t 
м. з

= - f ckpLkp^

где введены следующие обозначения:

[D* -r Ct (chM 1)1- ֊֊^'^֊ Л

(!5)

|ЛshW G (chJM - 1)} = П

A2 J?
1(1 I Rsf^k) Ih I /?/s — 1Л

(16) 
fe/? _ ___
֊֊ [ (1 ֊ /4 I A’S ) H, - ( I A/s + A4.U) = Uk

zkp У-Gb- Л)

z.i7> = 4 I(-»)"(։ </*)] (17)

M,. = ( 1У1
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4(֊i)’^ ^fe/?)Ki֊v)<; Հմ] 
/ MJ 4֊ ՝հ )a 1^, (ßt fi)

4(-iy*.,R IP?(M) 1(1 -V) Հ| /.
՜ / № (Й +Հր V ։յ

8(1 — ՚0<4 Հհ, 
%՜«5 (*; : Հր

I*’’, (.Ն s>
U7, (?./?>

118)

**<„ d„ = 4(1 V) (5„, ֊ -i- ■ ֊
l'p AS[4lp Mp yAjj/vS) I

'■i' A՜ Հ| '/> C'l;i 'Ն 'ՀԿ> ) ~ Դ s '։ Կ> (f'S 4»> - Պ ■.> '> \p I 
$$,■%» — (';, As)"1

Л^Л։ =֊ 4 (1 0 («.,, - h. ) 4- Ւ)(!>՚^4»P Ksr.ipûu,—v>; Ks) 'J

si A?s Հ ;'՛՛.֊ ■

ձր A’՜՝ I., (Հ|;, '«/, — Կ-թ ) *- f.p ՏՕ 1д (ծ2/, ձ „ %, )
՛■.:.■՛ 1

13> յ _  ,ւ/1 \ {^ ՝ : \ ___Լ2[/? ՜ r>՝v ՚ ,Հ^«ւ,Հ; 4(1 OU,.«».) >1^»[^4>_().յ/ք,)-ւ|

4 Ո _  . i Դ?'։ ՏԴ-'ք' )
SlFs Ա 1

S Aûip - 4^_4յ_ Տ տ4» (41/' Կք4. )
Գ>0|հ, X;,As) 1

^=^(^^էհ¥(ւ-տ^)

(19)

.л ։>
Կ> ,7„(Հ at) 2?p >1 ,Հ Л gl

k 1 I’

8vÄ ճԱ”,(Նտ)
1 2v ß„

2?, У և-
Հ֊-2. 1 l'k ՛ ''p

(20)
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Здесь 2 — постоянная, подлежащая определении». Если р четное, то 
Zb- Yk, Lkt> ֊ Vk | М,.{Ук ֊ Uk), а если p нечетное, то ZkP~ Хь. 
L:v Uk - Mlt{Uk — Г*), где i\1P стремится к нулю. Докажем, что си­
стема (14) квази-вполне регулярна. Действительно,

1 Ф.-. (‘ " 2'^ ':>■ С'2±\
27? ч. 2 A VC/

11 -Ч
1 + I яs . — U ~2*)%Л ■ 2(1 _ 7>С։" 
/„/?=1п/? s + 1 А'։

4>
2/

-L
■ InA/s

3 4v 

8>.*A’֊

S iM< 
i-l

4a/? 
T"

1 <1Л2")2л /М i 1 ։ R2_
2R '2R ° v’ /.r/?=ln/?/s

о1-| А/з 3-4у
1 “ 1п/?/$ 8>;Я* *” |

где штрих при '՝,-р означает производную по
Решая первые дна уравнения системы (14) относительно С!„ и 

Гр, получим новые коэффициенты Rа„ и 0к>, при неизвестных Хк,>

, akpd'.\ "• bk/.du
l" - + </։։</:> • - - Jr . (22)

Пользуясь оценками (21) н асимптотическим'.! радлгпконнями функ­
ций о^р.р) (Z= 1, 2. 3, 4) [5], получим следующие опенки:

аА
2 ^)՝' J73-T47)
Ъ' |

l-7h
>р/? \ ln/?/s 2

(3— 4v)s

со
I а,к

1-֊ 1

а/?
(23)

1 - Vi . 21 । Аф ..о R .
S R \ \nR!s (3 -4՝4s

1 -

Аналогично длч последних двух уравнений системы (14) имеем

■ <'-иФ
1 - 

sh&X

. 4> (1 2՝4М
4- £ / / ?'А1Ш2 ՛ sh:v
<J՝1; % aV՜ i ֊{. ;V sh;y (24)
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Если « выбрать из равенства 
, д» / / _____

ЦЗ=ТГТА' ' ’ Я13֊4’ <25>

•го из (щенок (23) и (24) будет видно, что суммы коэффнниснтов при 
пенапсстных стремятся к пределу (3 4<) . то есть система (И) 
кчази-иполне регулярна. Свободные члены (20) системы (14) ограни­
чены. Решая систему (14), получаем кыраження коафсрнцнентон

Ус, 1Л. Далее по формулам (9), (10), (15) и (16) искомые коэф­
фициенты интегрирования ՛имрп.-».антся через Х\, ) .. I.Кд по формулам

3(1 2у) м б;.Л’ УЗ * у
4(1 у) ° 2(А ) ЦЯ я “։ ДЯ П

м?)#$ 4*^ * о.а*) 1Л
/(/е-^- Я՜»* Л

4-1

Л 3IV՜ 1 0*^) I у .։ М /п \ у /*/ /9 а; \
Л‘՜ 2МХ |л 2 V да՜) Г‘ 2 V

С. (Л‘ г‘>

о, пиь
— ^’А.՝*д I “

(;, 1'1 ^~ /-А 1 ) У\ : 01 | /?5 Йи— 1) £Д

•■к R I R > — > IRI R $ •хи о к )

И1 (1 -»;^) 17 - (| ^7 ->4^31)

/■) А? (| №;$ —/•» R I Rs 1«-)

г ск 4(1 у)[(1 ֊/И /е7ги) и* ֊(ч I ^г։4֊1)С4| .
и-Ла ~ — —-—г----------------------------- ---- — г--------- —----------------------------։

>1 /?М 4Я| А’5«и•<>< ։

Р.ч'-И 4(1 —•■> '- .1 ][(1 R 5 4-ал^^ц ) 1'1__ (| R ; - ) Ць]
'1К(\7^ '1/?|

՝ г с*

[г«М? 4-4(1 у)чц][(I I ) и, - (» I и ад
4Л(1 Л ։ >1 R I >

, 4(1 - у) |(| + ».* Л5« ) у, ֊ ( | И՜։ - I, /?4,Ц ) С, |
Об ^/։ -4Л) Й4и«и)
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Слсдонательпо, напряжения и перемещения по известным формулам 
будут определены » любой точке полого цилиндра.

Jtitcinrvr математики л механик։
АН Армянской ССР ГГоступида 1 VI 1970
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/./././//М էսշխւ1141ար11վ4էէ-ւ1 1Որփու1 *1 " I1 երկար՛!! իք flllll [I կքր "նա-
մեք ղրսնի աոանւ/ոի նկաամամ ր ոիմետրիկ '/ ե //ւ որմա t/ի ա փ il ի խնդրի ^14" 
դիիս» րււծումր. երր կողմնային 11 տկերե nւ/flի i//im հաւանի են տեղափոխ­
ման ւքեկտր՚րի րաղաղրիչներր . իոկ •/»</ ,րերի '//""՝ Լարման ր աI/աղրիշներր .• 
Խնդիրը յուղված Լ »եարլեի ։/'եի!ողս‘1; Լա Համր ներկայացված /, էեուրքեի և 
'1"ււ րյե-Դինի յարրե րի ղու.'1՝տրի ւոեորուք: 1'նաևդրմ ան դո րծակի ցն ե րի որոյա ֊ 
մր ր1յրվեյ Լ է/ծային հանրա ни յվական ՞ ավաոա( ՛ա մների անվերջ ոիոաեմի; 
1Լ։դաէ{Աւ.էյվսւծ է. որ այդ սիոաեմր ոեղուլրսր ի ե ունի ուոհմանափակ
ազատ անդամներ։

ON A PROBLEM OF A FINITE HOLLOW CYLINDER

A. H. BABI.OYAN, V S. TONOYAN

S u m th ary

In the present paper an axisymmetric problem tor a finite length 
circular hollow cylinder is considered where the vector components oi 
displacement on the lateral surface and the stress components on the 
butts are prescribed. The solution is represented as a sum of the Fourier 
and Fourier-Ditiy series. The determination of the integration coeffi­
cients is reduced to the solving of an infinite system of algebraic equ­
ations. This system is proved to be quasi-quite regular.
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