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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ МАТЕРИАЛА. РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮ- 
ЩЕГОСЯ ДЕФОРМАЦИЯМ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

Теории упругости материала, разносопротизляющегося нанряжс- 
ниям растяжения и сжатия, посвящен ряд работ советских исследова­
телей. В настоящее время эта теория развивается, в основном, по 
двум направлениям: [1, 2, 3| и ,4, 5].

В настоящей работе строится модель упругой средь։, раэносопро- 
тивляющейся деформациям растяжения и сжатия, при конечных дефор­
мациях .

На основании непрерывности напряжений и функции энергии де­
формации предлагается метол для определения вида функции энергии 
деформации указанного материала. В рамках теории упругости второ­
го порядка и линейной теории упругости разрабатывается способ оп­
ределения упругих постоянных.

Работа базируется па соотношениях общей нелинейной теории 
упругости [6, 7].

Представим однородную упругую среду, армированную системой 
тонких упругих нитей, так, чтобы они заполняли эту среду всюду и 
по всем направлениям равномерно.

Пусть каждая нить идеально гонкая, абсолютно гибкая и не об­
разует каких-либо неправильных перегибов. Нити достаточно близки друг 
К другу и прилипают к среде, я которую они внедрены. При этом 
нерегулярностью деформации среды между смежными нитями можно 
пренебречь.

Пусть нити имеют значительно больший модуль упругости, чем 
окружающая их среда, и изготовлены из несжимаемого материала.

Как показывают эксперименты, каждая нить в композиционном 
материале, если выдерживает сжимающую силу, не учитывая всесто­
роннего гидростатического давлении, то вследствие возникновения не­
которой формы неустойчивости она теряет прямолинейную форму и 
оказывает сопротивление меньшее, чем яри растягивающих напря­
жениях [8].

Так как нити изготовлены из несжимаемого материала, то появле­
ние сжимающей силы цте считая всестороннего гидростатического дав­
ления, при котором нити не теряют устойчивости) в них обусловли­
вается появлением соответствующей деформации сжатия.

Таким образом, можно принять, ito рассматриваемая среда изго­
товлена нз материала, разносопротипляющегося растяжению и ежа-
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тию, и, ввиду вышесказанного, появление такого эффекта мы будем 
связывать с деформациями.

При растяжении или сжатии материала со всех сторон его упру­
гие свойства по всем направлениям одинаковы. 1 огда его функция 
энергии деформации № зависит только от инвариантов деформации 
4. А и А

1Г (А, А, /3) (1)

при растяжении его со всех сторон и

п^<А, А» А) (2)

при сжатии его со всех сторон.
С деформируемым телом свяжем < рто։ «жальную систему коорди­

нат (н։, Н։՛ так, чтобы в каждой точке она совпадала с главными 
направлениями тензора деформаций Пл, у,. Свяжем с системой 
( н։» Йа, |_’.։> метрические тензоры

дх' дх՛ —, с/н1 бн՛
АС.. •./»; * § л С')

<>՛•> дх՛ Ох

нсдеформированного состояния и

б- (4)
г)Н։ (/н ()у с у՛

деформированного состояния. Здесь (к1. л՜՜, л՜1։ и (г/:, у". уг) коорди­
наты точки по отношению к фиксированной прямоугольной декартовой 
системе координат в недефОрмиропанкОм и деформированном состоя­
ниях соответственно.

Если материал растягивается (сжимается) по направлению оси 
и сжимается (растягивается) ио всем ей перпендикулярным направ­

лениям, то упругие свойства материала по всем направлениям, перпен­
дикулярным этой оси, одинаковы и различаются от упругих свойств 
материала по направлению н,- . Можно принять, что в пределах дефор­
мированного состояния указанного вида материал однороден в том 
смысле, что упругие свойства, отнесенные к осям Н#, •-»_), оди­
наковы н каждой точке этой облает։-.

Для определения вида функций энергии деформации в пределах 
области определенного характера напряженного состояния, например, 
։։ области, где материал но направлению оси |֊,։ растягивается, а по 
перпендикулярным ей направлениям сжимается, выделим в какой-то 
точке Р этой .области элементарный параллелепипед, ребра которого 
параллельны главным направлениям (г/1։ /л, у \ пятой точке.

Полосе и Ис индексов у координат лу , .// и ’-п и- имеет значения։ поэтому 
для удобства они помещаются пперху или внизу.
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Заметим, что мы получили бы такое же напряженное состояние, 
какое в действительности имеет наш элементарный параллелепипед, 
если приняли бы, что его материал трансверсально изотропен с соот- 
вётствующими упругими свойствами по отношению к направлению 
.71 Р]. Тогда II7 материала нашего параллелепипеда, как и в случае 
трансверсально изотропного тела, будет зависеть.՜ от инвариантов де­
формаций А. А и /3. от е., и от е:։ 1 е;\, где е.у— компоненты де­

формации по отношению к осям (т;1։ уа) в точке /А

Так как е, <?,. = О, то функция энергии деформации в указан­
ной области выражается инвариантами деформаций и безразмерной 
компонентой деформа ни к

1 £п £п
Обозначим 1Г IV” (А, Л. Л,

Аналогичным образом получим еще пять новых видов функции 
энергии деформации для остальных случаев напряженного состояния 
указанного характера

4. 4. 7,,2>)
№■= 1.л 4,

если материал по направлению или Н3 (^„ или уа) растягивается, и

*' = <,(4, 4, 4. 7„„)
если материал по направлению <ч»(з = 1, 2, 3) сжимается.

Определенным таким образом функциям IV , IV , IV, л* и йА4> 
($ — 1, 2, 3) пусть соответствуют контрвариантные компоненты 
напряжений ■'7, -2, и '.’2 соответственно, которые определяются 
выражениями |7)

:0- = ф «О ֊ Ч*’ В'7 + р'в‘}

(6)

где

с/А
4’

2 о1Е՛,

<//2
п. 9. -Г

(7)
1 <71Г

ад

(по индексу э не суммировать).
(*Н

Индексы и скобках килюется • победными 
индексам не производится-

индексами и суммирование по этим

о

. л • 7'. л
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и '■») определяются аналогичными выражениями.
Предположим, в какой-то зоне деформированного состояния мате­

риал по направлению ?/. растягивается, а по перпендикулярным к нему 
направлениям деформации равны нулю. Тогда из того условия, что 
функция энергии деформации и напряжения должны быть непрерыв­
ными, получаем

»+(4, 4. 4) «4М4. 4. 4. ш>) = Г-И4, 4. 4. w) =
(8) 

- «б, (4. 4, 4- Ъ »1 )• ■■■ - -u i - -
Если в какой-то зоне материал по направлению у., растягивает­

ся, по направлению г/л сжимается,а по у} деформации равны нулю, то 
имеют место соотношения

А. Л» и 22>) (/., Л, А, 7(33))

(9) 
х»7 = <'/ го ։*»»

В другой же зоне, где деформации по направлению г/։ равны 

нулю, а по направлениям, перпендикулярным ?;։, материал сжимается, 
имеем

(А. А. А) ֊ UWA. А, А. т.н;)
(Ю)

■='4=■%

Аналогичные coo-ир.иения могут быть получены и для других 
подобных случаев деформированного состояния.

Если каким-то путем определено упругое поведение материала в 
некоторых видах деформированного состояния, то из указанных соот­
ношений могут быть определены упругие свойства материала.

Если деформации небольшие, то функция Й"может быть пред­

ставлена степенным рядом по к՛ ременным (А՜ 3), (Z. — 3), (А -И 

и М1Ч

^„= £ <4-31'(4 3)'(4-1)‘-.;„
<•. j.k.i u

гд֊-- С, - 0, поскольку и ведер «рмиропанаом состояния IP',՜, ? ~0. Ве­
личины (А՜ 3). (/2--3). (А 1) и ։1, вообще говоря, оказывают­

ся первого порядка малости по отношению к главным удлинениям.
Функцию можно представить в другом виде

^'.1= s (И)
л /. k. г_и
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где
Л = /,-з, л = /2 2/,-гЗ, д /,֊ 4 + 4 1 (12)

оказываются соответственно первого, второго и третьего порядка ма­
лости по отношению к главным удлинениям [7].

Л^, ~ постоянные, причем

Ах.'<:(| “ ^НХО ~ АюО« ' ®

так как в недеформнронанном состоянии напряжения и 14՜ ։. равны пулю.
Если в уравнении (11) пренебрегаем членами более высокой сте­

пени, чем третья ио отношению к главным удлинениям, то получаем

№(«) = Ло«» /. -г Дли« ./• 4- Л щи ,/2 4- Л.хию У? 4՜ Л^н /3 4-

4՜ 4- Ло«з •<**! 4՜ Л । 1 у։ 7($<) Л;оад у։ 7^*)

^2«|| ч,,) *т Ало: (13)

Для 1/‘а. получаем аналогичное выражение

&(,) = Аш» У* 4- Амо .А I՜' И Л01(,։ Уз7(։<( (14)

Функции 1у и 1Р с гой же степенью точности определяются 
выражением Мурнагана

ТГ = Л Г У2 4- Л. У? — Лэ /, 4՜ Ал У? 4- А5 />
(15) 

и>՜ лг уа лгу? 4֊ лгу,л |- лгу? 1֊ лгу.

Тогда функции Ф , ՝Г , р , Ф<ч, ՝Е(»), Р(»>и Н(1>, входящие в уравне­
ния (6), с помощью (7), (13) л (15) определяются выражениями

Ф [Л-. -2/4Г+2(Л? ֊Л3+)(А֊3) +

л3 (Л-3) ьзл; (А-3)2]

^=֊—'[41 л5' ьлпл-3)1, р =2/4 л5- (16)
I 4

[Л,, к. 2Л(1Р -+2(Л.1О1, Л поп ) (А — 3) — Лпоо(4 3)

4-3.4-;.., (/։ 3 )՜ (Лкг.1 —2Л|1и )■((*,) -гЛ:<»2 7(։») 4՜ 2Л200։ 7(5») (4—3) ]

[ л» 2 • •
•<<>=— -=- [Локи Л«,»«՛ 1 Лцн)(/1 3) Е Лою։ 7(4») ]

I 4

Р<։) = 2р'4 Л|Д)ю (17)
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н(<> «• — [2Л<л; ЗА.. —(А՛.-1 2Ан֊։) (Д—3) г!
I Л

+ ЧА >,• -и,։) (/։ -3) 4 А.(/, ֊ ЗГ А.п։ (Л ֊ 3) 1 (17)

Функции Ф , '1՜ , р-у <Ь ..|, 'Г|Ч), р(։ . ;• определяются анало­
гичными выражениями.

Из равенств (8), (9) и (10) видно, что упругие постоянные, 
входящие в выражения И7՜ , и некоторым образом зависят от

упругих постоянных, входящих в выражения 1Г и IV .
Попытаемся найти эти зависимости.
В какой-то точке деформированного гола рассмотрим напряжен­

ное состояние элементарного пзралл-лепк еда, ребра которого парал­
лельны главным направлениям деформаций. Пусть системы координат 
у,, ’-•1 и А выбраны так, что и этой точке они совпадают с системой 

у, (главные направления деформаций). Если указанный параллелепипед 
растягивается со всех сторон, то его деформацию можно представить 
состоящей только из однородных растяжений с коэффициентами растя­
жений 1, > 1 и >.3 1, соответствующими главным направлени­
ям //,, у.:, у3 соответственно.

Решение задачи однородного растяжения изотропного тела дано 
в работе [6]

4՛ = з։‘։ =>| Ф - /•։ (4 $ ) 4՜ ~ р՜

’ =֊ 322 = )* Ф -• ՝Ь> (л։ 4֊}.1 ) Ч , Р
(18)

м- ~ <'{։=>՛ Ф —/<.(л| /.*1)4" р

_!? _» _31 л
. .   • 4.   ---  V

где SfZ- - физические компоненты напряжений для функции W .
Если наш элементарный параллелепипед сжимается по главным 

направлениям, т. е. '։<А, 1, /-а 1. то напряжения определяются
выражениями, аналогичными (18), где вместо Ф՜, 4' и р~ фигуриру­
ют функции 'I1՜, *Г՜ и р ՜.

Если вырезанный параллелепипед растягивается по направлению у\, 
а по перпендикулярным к нему направлениям сжимается, т. е. Xj >1, 

1, ла<1, то нетрудно доказать, что компоненты напряжений в 
этом случае (соответствующие функции энергии деформации 1Р,'П) оп­
ределяются выражениями

“ ՛=]։’' ~ А։ Ф<11 — Уч (/2 4՜ К։) ՝1'.1 . +֊ рц । — Нд ,

4“ = 4ф;։) + 4 (/р.;(19) 

■р1) = ъ'|! 1 = /'5 ։!>(։ > — А՜ ('•: - >‘Га) - р ։,
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где

'12 ՛՛.՝:» л
-(1) - И) “ -1JJ (19)О

и с/Н’()н։ 1 ,2
gn = — = 'I

#u

Остальные виды напряженного состояния, соответствующие раз­
ным значениям /•„ и > определяются аналогичными выражениями.

Если наш элементарный параллелепипед деформирован так, что 
4>1, лз 1» то имеют место равенства (8), откуда'получаем

Х?ф + 2л?»Г -р /?ф’։ 2^Ч'\|) + Ри)ч-/Х։) =

=/.;Ф2-т-2/■’Г, р — /\Ф|:.) 4՜ 2'х'1 и) - P(8i

Ф՛՜ -{- (1֊г Н) '1’ — р — Фиг (1 т '4 ) ‘1 'ip P։,i} =

= ф м ~ Фео (1 I 'Т > **\з) - Р<:р

~ Ф(и> ‘'0 ''i)՝1^՛) Ro — ~ (1 : zj)՝l(3) /Лз) 1 (20)

Тогда инварианты определяются выражениями

7^3-=/.? 1, /8 3 = 2(/?-1), (21)

В случае, когда < 1, /5 л3 = 1, получаем аналогичные равен­
ства.

Если 4 1, лй> 1 и то из равенства (9) находим

Ф(2> (X} '.<)՝!’,?) Р(2)=Ф(3>4 (X} Е'4)՝Е(з) р<_з\

г'-2 (1 4 ) ։Е<п Р^ '1 й(-') — Х$Ф( Ч ' '-2(1-Елз ) ՝։ (3) ^(3)

Х3Ф(2) 4"^(1 ~ ‘2 ) '1 (2) Л;.՛) ~А? Ф<3) '"։ (1 ,:з ) ՝1 (3) ' Р^.) ^'-3 н<з.»

(22)
В этом случае инварианты определяются

А — 3 = 2 (֊;n Y22) = Xj 4-Х} — 2

/,֊3^2(4-31 4'^Ьз Xi I Z?-|-X-;^-3 (23)

4-1 (/, 3)+4-(яТм = /М-1

Подставляя значения ‘1 , 1՜ ( р ։ <։՛(].,• -^з), определенные из 
(16) - (17) и из выражений, аналогичных (16) (17), в (20) и (22),
принимая во внимание (21) и (23), получаем некоторые равенства, из 
которых находим упругие постоянные

Ло։« = Ai , Лжи А2 , Лиц» = А:-,, Лзооо — А^, Лидо — Л>

Лини) = Л|' , Л'Д||<1 — A'J , Л|Ш1 = A;i , Лзич> = А-\ , Лооы — Л,
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Лц«х»г = — Л<и>2 = 4 < А ■ — Аг)

Л«ш = - Л,',ин = 8 ( Л։' - ЛГ) . 4 (А, А.7) - 4 (Л3՜ -Л-7)

Лил՛;՛ = Л пн» — 2 (А — Лз ) 2 (А А ■ )

Л,.к4 — — Лою! = 6(Л1 - Л । ) 4֊ 3 (Л — А. ) +- ( Ла. - Л,-.)

Л{оо։ = Лкид = Ли.ц,։ = Л.-> । = О (24)

Кроме того, получаем соотношение

л; 4-2Д.1 = ЛГ Г 2Л. (25)

Найденные упругие постоянные удрилетноряют условиям (8), (9), 
(Ю) и всем другим подобным условиям.

Подставляя значения соответствующих упругих постоянных из 
(24) в (13) и (16). получаем

Нл.։ ==Л1 Л» /\ ] /4з • Л| /'{ .4: _/֊1 • 4 с. Л. —Л;)-,՜,^/, 4-

~г 4 [2 (А\ ֊ А.» ) 4- Л .< - Л?. /1-, - А;. ]4՜

-2|Л7 Лз - ЛГ-л: 4֊

4-|6(.47- ЛГ)4-3(Л.7- ЛГ)ч-(Л-:֊ Л-, >)Уг.<жл> (26)

. 2
ФН1= -4=- |Л5 -2Л, 4 2(ЛГ-Лз )(А-3) Лз-(Л-3)-ЗЛ7(/։֊ЗГ—

2[6(л;֊ Л. )4-3(Л;-Л: )֊ ЛГ-Л< Н(„)~

— 2 [Д|—Ал-". А-, А ]} 

о
ЛГ-г Л3-(/։-3) [б(Д{-ЛГ) 4-3 (Лз֊Л.Г) т

I 'а

4-Д.Г- Лд|

Р^=2\];Аз (27)

%> = !8(АГ- 12|2(Д;‘ -лг>+ /?֊/!.-4-

4 Ач А՛-. ] —2[6(Л.՛, А.\ ) 3 (Л Лз) 4՜

4- А, Л5](/1-3)֊4[Лз-Лл4-л,- ЛГК4 - 3)7(,о +

+ |6(ЛГ л.г) । 3(Л;{ - л, )4-л; -л.гцл -з)>

Аналогичные выражения могут быть получены для функций 

^(«Ь л." и н(*>.
Если в уравнениях (15) и (26) пренебречь членами более высокой 

степени, чем второй, по отношению к главным удлинениям получим
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Г=АУ։ А? у?, й>‘ = АГУ։ ; А У? (28)

И>=А՜ Л - АГ У? - 4 (А. -А) ■;?„> (29)

Вводим ноаь5е постоянные (постоянные Лямэ)

А* = —|։֊*. А1 = ■֊(>' 2И+)

(30)
АГ =-4-1*՜. А = 4-('֊4-2։֊՜) 

I о

Тогда условие (25) принимает вид 

л* =/.- = ). (31)

Подставляя значения ]х и |7] 

л = 2т;
(32) 

л 2«>֊тИ^

ЧТ}— компоненты смешанного тензора деформация) в выражения (28) 
к (29) и принимая во внимание (30) и (31), получим

ч>,+ =--1 >֊т;т1-ь г-

(33)

Г К) = ֊ /т;т£ 4- г- т!Т{ 4- (1‘+ - г)Т?м)

Для контрвариантных компонентов тензора напряжений (6), соот­
ветствующих выражениям (33), находим

1'4՛ )֊т;^։?-т2!1 Т°
(34)

<15 = хт;я° -г2^г; 2(11 —
В системе прямоугольных декартовых координат выражения (33) 

к (34) принимают вид

К 11?'=ТВг с2.՝-‘ Ч‘2'3+(<?й’Т-вл + еУ

(35)

^'.) = у'֊д- -г ‘‘ (^ ' еУ + 2р (е;3 ֊ е-։ 4■ е’(2) (^—р ) е;։

с+. = /.До,-; 4-

(36)
П 0/4- ч 0х1 &х/

=։ ” =,л'“: - 2'1 еЧ 2 (։* - !* ) е.. —- л

Оу.
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Здесь и — физические компоненты напряжений, соотве՛ 
стнующие IP и в,7—компоненты тензора деформации в систс-

ме прямоугольных декартовых координат (х։, д\., х4), 
значение деформации по направлению .у,, -символы

Д + е22 + езз

е»։— главное

Кронекера

Лналогичные выражения могут быть получены для 
и =;;•՛.

Uz", $

Ил (34) или (36) нетрудно получить зависимости деформаций от 
напряжений, однако эти зависимости будут иметь довольно сложный вид.

Выражения (33) — (36), полученные и рамках линейной теории уп-
ругости. отличаются от соответствующих выражений, известных в ли-
тературе |1, 2, 3, 4, 5| и др., так как в настоящей работе в качестве 
критерия различия понятий „растяжение“, „сжатие“. принята деформа-
ция, а не напряжение.

Автор выражает глубокую благодарность К. С. Чобапяну за цен­
ные советь։.
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ON A MODEL OF A MEDIUM HETERORF.SISTANT TO TENSION 
AND COMPRESSION DEFORMATIONS

R. E. MKRTCHIAN

S u in m a г у

This paper presents a model of an elastic medium hetcroresis՛ 
tanl to tension and compression deformations.
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hi virtue of the principle of continuity of the strain - energy 
function and stress a method is suggested to determine the form of the 
strain-energy function of the medium. The definition of elastic 
constants is made in terms of the theory of elasticity of the second 
order and of the linear theory of elasticity.
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