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К ЗАДАЧЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
УПРУГОЙ ПОЛУСФЕРЫ

11ервыми исследованиями, посвященными задаче о равновесии уп­
ругой сферы являются работы Лямэ [1] и В. Томсона [2, 3]. В даль­
нейшем эта задача рассматривалась в работе Кри [4], который иссле­
довал деформацию несжимаемого твердого шара под действием чисто 
радиальных поверхностных напряжений.

Эта задача рассматривалась также в работах К. Вебера [5], 
Е. Штернберга и Ф. Розенталя [6|, В. Лейтерта [7] и других. В пер­
вых двух работах исследуется осесимметричная деформация упругой 
сферы, находящейся под действием сосредоточенных сил. В работе 
Лейтерта исследуется случай, когда сфера находится под действием 
собственного веса, который уравновешивается одной сосредоточенной 
силой, приложенной на поверхности сферы. Для нескольких случае» 
нагружения сплошной сферы решение дается в работах А. Лява [8], 
И. Снеддона и Берри |9].

Ряд задач для сплошной и полой сферы и сферической оболочки 
рассматривается в работах Б. Г. Галеркина [10], А. И. Лурье (11], [12], 
[13] и других.

Несколько контактных задач для сплошной сферы было исследо­
вано в работах Н. X. Арутюняна, Б. Л. Абрамяна и А. А. Баблояна 
[14—16]. Некоторые динамические контактные задачи для упругой 
сферы решены Н. X. Арутюняном и А. А. Баблояном |17].

В данной работе рассматривается осесимметричная задача о дефор­
мации сплошной полусферы, когда на ее плоской поверхности отсут­
ствует перемещение (жесткое закрепление).

Насколько нам известно, такая задача рассматривается впервые.
Решение задачи сведено к бесконечной системе линейных урав­

нений, которая квази-вполне регулярна.

§1 . Постановка в решение задачи

Рассмотрим задачу осесимметричной деформации упругой полу­
сферы, когда на сферической поверхности заданы напряжения, а на 
плоской поверхности отсутствуют перемещения. Для простоты пола­
гаем, что на поверхности сферы касательное напряжение отсутствует. 
Задачу будем решать в сферической системе 'координат у, О, о (фиг. 1). 
В такой постановке граничные условия задачи будут иметь вид
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-,/,№0)=0, = </?, б) =*(0) (о (1.1)

1/М, И = 0. и,(^., 2՝)֊0 (0 ';-</?) (1.2)

Здесь и,- радиальный, а 1/\ меридиальный компоненты пере­
мещения, и 3: - соответственно касательное и нормальное напряже­
ния, а’ (0) - кусочно-непрерывная функция с ограниченным изменением 
на указанном интервале, характеризующая закон распределения нор­
мальных напряжений на поверхности упругой сферы.

I в = о

Для решения задачи пользуемся также условием осесимметрич- 
ности задачи, т. е.

’f5(S 0). £/й(?, 0) = 0 (1.3)

Уравнения равновесия в сферических координатах при наличии 
осевой симметрии и отсутствии массовых сил имеют вид [8

0.4-2^)5inO ~ Т (2*- . sin*) ֊ о

(1.4)

(/ 4 2р)?* sinG — н (2.-^, sin &) - О

Здесь > и р упругие постоянные Лямэ, — компонент враще­
ния, А — объемное расширение

Ж
(1.5)△ = 1р2 siпО (y֊U. sinG) 4- ^֊ (p(/ft sinO)

Решая уравнения (1.4) методом разделения переменных и переходя 
от координат р и 6 к координатам

c = cos&, Z =- In (1.6)
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можем перемещения Г... и //<» представить суммой ряда и интеграла в 
следующем виде:

2 [ „Щ-* + (П ОС.е.-их

Л. (О е* | i [Лич ֊ #W2 —(АУ11 Cg՝}P sin/՜ — [Ли»? н- 
||

Рич — (CAi — Dgi) Р ։ ..(;)] cos /- } ( |- :2 у<Л (1.7)

Щ = V [Д, е(п ՝,։ 4 Сл^'+’)< ] | Р'п (<) -f
л-2.4...

е * | 1 с- I { [Aw3 Pw.t -Ь СР , (•;) ] sin/՜
J ”% ՝՜ '
и

— IA w4 4 2?w3 — DP ։ (:) ] cos/-- i th (1.8)* • •
Здесь 7, D„, Cn, A (t), P(՜), C ("), D{-.) -неопределенные коэф­

фициенты и функции, подлежащие определению из граничных условий 
(1.1)—(1.3), Л.(:) полиномы Лежандра, Р , (;) — функция кону­

са [19J.
Здесь использованы также следующие обозначения:

ei(S1t).(2?-l) Р_, ,(;(5) |_2± ?(!-«)/>• ,;х( (=)

т + ”‘2

֊.) = ֊. (2^-1) Р , ,.(•) + ——-5(1-») Л . (;)
~ ' -2.4

4

^'з(ъ ") = у- ‘М՝- ■)—-) (19)

с дw<(?- ■«’: С; •) + У wa(^ ')

Л։ ('О - —9 
՛+ т

9 1= + т(гЧ2Г-|(/’֊2) |-

- !1 4
1
4
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2:0)

г |4(>.^2г֊.* -3)-|
9՜ / 25 \ 1*4-֊ (X* I 2)2(^-г^֊)+^ Т

(1.9)

Пользуясь соотношениями (1.7). (1.8) и известными формулами, 
выражающими < и через перемещения Ь , Uh, получим

I ,г=зц 2р,_2р у | Ае1.-г),^

г. 7. 4.... 1

>\п~ ~ П — 3) ч(п — 1) ( Л 2) 
Х(п -| 3) |t(n 5)

О/t г
(п \}Спе> Рп(-)֊ -г^’ t\

р. |   —. |.։/_ П/) Х(«4-2) н(п2 '2п II^=^1 1֊։՜ S р("-1)ае + ,(П 3) !1(ят5)
Л— 2.4.,.

X с„е՞' Р,(։)֊^-'.| ^fll ЗД«'л+2*,.2^--’Ч-^ 

tt

-t- (Cg3 + Р' J (О I Sin/x -t- |2-Bw.։-r (C713—Dg.y) P , . (I) ] cos/- | </-

(1.11)
Здесь введены следующие обозначения:

[՛ л=։^)

Лз(-)-
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$ 2. Определение постоянных интегрирования

Легко нидсть. что выражениями (1.8) il.ll) условия симметрия 
(1.3) удрилетноряются тождественно.

Заметим далее, что в выражениях для напряжений и перемещений 
имеем: по координате : разложение по полиномам Лежандра, а по ко­
ординате / по функциям вида

Т (/) = (u sin/'. 4- b- COS/')
Подобные функции были получены в работе А. А. Блблояна 119). где 
рассмотрен случай

1 ,ч-. ~ *2՜ "• “

При удовлетворении условий (1.1) пользуемся формулами интег­
ральных преобразований по полиномам Лежандра и их производным.

Для того, чтобы удовлетворить условиям (1.2), полагаем а «О 
и проводим косинус-преобразование Фурье.

Проведя вышеуказанные преобразования и приравнивая соответ­
ствующие коэффциеиты, определим постоянную и неизвестные функции 

А I՜), /?('), С(т), О(~) через коэффициенты С\, О„.
Введя новые неизвестные Хг, Ук, где

_ |/*(п:֊п֊3)- (л—I) I л--2)| (л 11УЯ |>.*л (л 2)4-ггт2л 1|Х, 
(л 1)р(л։ 2лг — 8л 5) — л3—-2л; —5п 4] Рп (0)

(2.1)
г (2Х, - л У А р (л 4֊ 3) 4֊ л -г 5|

[/• (л3 -г 2л* ֊ 8л - 5; ֊ лл - 2л= ֊ 5л - 4| Рп (0)

Будем иметь
сс

7 ֊=0с4֊ё у (а\кХк — Ь’.кУА (2.2)
4-2.

4(-М0 -֊з-тЧ',- 2 (Я*Л-б»Г։) (2.3)
4-2. 4....

/>՛(-). В։(-)4(-); Се) = С։(-)4(-.), О(т) .Д>։(т(Д(:) (2.4)

где введены следующие обозначения:

А.(-) - (1-гЬ-) w’s0р^—<оГ (и’^о)л» *՜ w<
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Со (-) Р ,.. (0) = - (0) 4- В,(0)

Оо(֊)А, „(О)--=и.до) Н«’>(0)

(2.5)
2(Р-1)[(Л* х)к- 2|Ч\-^[^(Л-Ь2)(/Л Х1)_Ц 2

(к - 1) р.* (2*3 - /г ֊ 81- ֊ 5) ֊ к3 - 2к֊ — 5А- - 4]

(&-1) -2]Ч\-К^^1)(А-2)+>.*(^-А- 3)]Ч\-..7
>.* ('2к3 — к- ֊ 8А — 5) 4- к3 - 2к- — 5Хг - 4]

к[к+\}
к- 1

ч’лЛ.(0)Р_1 ..ДО)

£* = \Нк(--)М: (•)</:, б;„4- 
о о

.'.ля определения неизвестных получаем бесконечные системы
линейных уравнений следующего вида:

2 [а„, х- Хк - 6г|, к У\- ] 
к -2,

(2.6)
ОО

/„ = <7,, 2 [с^А. Хк — Ук] (п-2, 4,-.՛)
Л— 2.4....

Свободные члены определяются ин соотношений

к = Л.(0) =.-с 2- [ <ыч-։ (■.՝)<!-.

I»
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</« с'о А,(0) I £,.(-) % (т) /!-
IX

а коэффициенты при неизвестных из соотношений

Оол- = А. (0) «՛„, /, - 4՜с а * м с՛(•) 
о

Ь,.. ь = Рг. (0) (' ^(’)ч‘о и-/-
II

(2.7)

с», х “ Рп (0) /-0)^

аы 2-сб-.. ч.’о(^)1 а<->^

где приняты следующие обозначения:

|ч-Л(-.)Я(0)Л,+(. (0)
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Таким образом, решение рассмотренной задачи спелось к опре­

делению неизвестных коэффициентов Хк, Ук из совокупности бесконеч­
ных систем линейных уравнений (2.6).

§ 3. Исследование бесконечной системы

Покажем, что система (2.6) квази-вполне регулярна и следующем 
смысле [20]:

ОО

\ 1|ал.л(-г Ь„, к | — ) сп. к -\с1п.к }<СГ при п — 2, 4,....ЛГ 
кчЛЙ-։

(3.1) 
00
2 {|а,^|-г|^.Н-|сй.*1֊?|Л.^|}<1-з при л=ЛЧ-2, ЛГг-4...

а Ь„ | 4- | (1п | \ ст. При я = 2։ 4, ...
(3.2)

I Ьи | -4- ' с/„ | - 0 при п — ՛
учитывая, что [211

V. 
-

1Р’+(Г х- ( с111 а~2а \
1_

(1՜

имеем

Н,у= соп$1

^3.3)

С’о = соп$£

Оценивая ряд

“ (4£+3)(/>;а ։(0)]3 р ՛. Л (01
(24 + 1) (2*:+ 2) | + 1 (24+ 4 у (-֊֊)^;+„ (0)

приведенный в работе [18|, снизу и далее рассуждая аналогичным обра­
зом, получаем неравенство

г՛ <°> 3 / I V2
Р^.АО) (3.4)

Возвращаясь к обозначениям (2.7), будем иметь
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1 I (
Аг-.У Г2

Переставляя знак суммирования и интегрирования, что справед. 
во ввиду равномерной сходимости первого и абсолютной сходимос 
второго, используя неравенства (3.3) и (3.4), получим

У к . лг '3.5'
к .V

где к՜ представляется в виде несобственного интеграла вида

Здесь (2(х), 7. (л՜) известные аналитические функции на всей дейст­
вительной оси, причем для достаточно больших х имеет место не­
равенство

а (л-) не имеет действительных нулей.
Как с г.чо, \\ этом случае интеграл сходится и легко 

но вычислит’ , наггример, зная вычеты подинтегральной функции в 
нулях /. (с).

Аналогично получим

4-5? <2 I

Таким образом,

°° I 1 1
У. | <ь.,4 ~ | Т | Г1РИ п ‘

Л -ЛЬ 2

и ограничено при любом фиксированном п.
Повторяя вышеприведенные рассуждения относительно Ьп.к, 

с .;, <{. л, Ь„, </..= , придем к искомым соотношениям (3.1) и (3.2).

Ергнлп.шни государственный
унингрентет Ппступмла 3 111 1Г>7.
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ԱԴԱԱԴԱԿԱՆ ԿԻՍԱԳՆԴԻ ԱՈ-ԱՆՅՔԱՍԻՄհՏՐԻԿ 
ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱ6Ի ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ս. մ փ ո փ n t if

Դ/րրրրա^է^աժ է քլէէ»ր»*»rf.fl ւսրւանէ/ րաոիմհարիկ դև ֆորմացիա էի իմոդիրր 
երր նրա հարթ if ակե րևա քթ ի վրա տեղափոխումները ր աց ակ nt fin մ են. իոկ 
դնդալին մակերևա /թի '[("“ կիրտոէիոծ /; կոէմալակւոն նորմա/ pint;

Տեէլա փոխէս մնհրր նե րկա/ացված են Լեմ անդրի ր ա դւէ անդամն և ր որո֊ 
րւոնակոդ 2и,Г4^11 րնդհանրացված եոանկ/անաչափական ֆունկցիան եր պա՝ 
րւսնակոդ անիսկական ին ահդ/un լի դամարի ւոեորով; Օդսւ ուղերձելով հւոմա- 
պաւոասխտն շրջման բանաձևերը, խնդիրքէ բհրվում Լ ղծս/լին հավասարում­
ների երկու անվերջ ււի սսէեէքների /ածման;

Um if/ կ տրվում, որ ստացված դծա/ին հավ ասա րամն ե րի անվերջ սիս­
տեմը կվադի֊լիովին nht/ա/լար է, ընդ որում ադաա անդամները սա -ս! անտ- 
ւիակ են և ձգտում են դր/ւլի. երր Ո > է

ON AN AXISYMMETRICAL DEFORMATION PROBLEM FOR 
AN ELASTIC HEMISPHERE

Y. C. NSHANIAN

Sum :n a г у

In the present paper an axisymmetrical problem for a hemisphere 
is considered, when on the plane surface of the hemisphere the displace­
ments are absent, and on the sphere surface the arbitrary normal 
stresses are acting.

The displacements arc expressed by the sum of the scries involving 
Legender Polynomials and the improper integral involving the genera­
lized trigonometric functions. Using the respective transformation 
formulas, the problem is reduced to the solution of two infinite sys­
tems of linear equations.

The solution of the systems is shown to be quasi quite regular, 
and the free terms are limited from above and at n —- tend to zero.
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